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2.1 ECUACIONES DIFERENCIALES
DE ORDEN SUPERIOR

Como indicamos en el tema anterior, se llama ecuacion diferencial de orden "n"

a toda ecuacion de la forma F(x;y;y';y";____ ;yn)> =0, siendo
_ _df(x) -, _d?f(x) _dnf(x)
Y—f<X);Y—d—X;y =" ... ;yh) =———2

dx?2 dxn

A veces la expresion matematica de F(X;y;y';y”;.... ;yn)) =0 es tan tonta que

puede explicitarse (despejarse) la derivada de mayor orden y™), es decir, partir de
_1)); en tal

le res-

F(X;y;y';y”;.... ;yn)> =0 puede obtenerse yh) = h(x;y;y';y"; w3y

caso, unico que estudiaremos, se dice que la ecuacién diferencial

pues puede explicitarse y'':

pecto de yn). Q
Por ejemplo, la ecuacién y"—x.y2 +y'.sen x =0 es re@ specto de y'"',
y'-x.y2 +y.senx =0 0 y# x. _’h(x;y;y')

Sin embargo, la ecuacién de segundo orde y'.sen y''=0 no es reso-

luble respecto de y'"', pues no puede expli

Teorema de existe icidad de solucion

Sea la ecuacién diferencial = 575y ;yn_l)). Puede demostrarse

que si las funciones "h", V', e ,0h/0y"~1) son continuas en todo
punto del conjunto 1y (x03205215 - 32n—1) €8 un punto

interior a "D", exist
y® =h(x;y5y'5y
zop B(x0) =21 5 P(x0) =22 5 5 O7D(xg) =25

Por siendo "x" el capital (expresado en dolares) que emplea una

empresa ntera e y(x) la correspondiente produccién (expresada en tonela-

ica funcién y = @(x) que es solucién de la ecuacion

1)) y satisface las condiciones iniciales

"e—

das), considera que y'"'=x2.y3.(y")* +sen y''. Asf, como las funciones

h(x;ysy'sy") = x2.y2.(y')* +sen y"
Oh(x;y;y'sy")/dy =3.x2.y2.(y)?
Oh(x;y;y'sy"")/0y'=4.x2.y3.(y')
Oh(x;y;y';v")/0y"=cos y"

son continuas en todo punto de %4, podemos garantizar que existe una tnica

"y —

funcién @x) que es solucién de y'"'=x2.y3.(y')* +seny'" y satisface las con-

diciones iniciales @2)=3 Tm, @¢(2)=6 Tm/$ y ¢(2) =2 Tm/$2.
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Solucion general. Solucion particular

Se llama solucidon general de una ecuacion diferencial de orden "n" a la funcion
n_n

y=0(x;Cq;....;C,) que depende de "n" constantes atbitrarias Cq,.... C, y
satisface la ecuacién diferencial para cualesquiera valores de las constantes;
ademas, sean cuales sean las condiciones iniciales que se impongan, pueden

encontrarse valores concretos de Cy,....,C, (C; =Cf,....,C, =C})) tales que

y = ¢(x;C; ... ;Cy) satisface dichas condiciones iniciales.

Siendo y=@(x;Cy;....;C,) la solucién general de una ED de orden "n", se
llama solucién particular a toda funcién obtenida al asignar valores con-cretos a

las "n" constantes Cq, .... ,C,,.

Por ejemplo, si la soluciéon general de F(x;y;y';y'") =0 es y= Cy.x, al

hacer C; =2y Cy, =7 se obtiene la soluciéon particular y =2 hacer

Cy =4y Cy = -3 se obtiene la solucion particular y =4 — 3.

ﬂ) mas tonto es y?) = u(x), y su lidia se reduce al calculo de
"n" primitivas. Por ejemplo:
y'"'=ex [ & Jex.dﬂ- CFg e% C[
0% [(e* Cp)dt Cz e Cpx CL

0% [(e* Cpx Cp)d+ Cy e %.c1.x2+ Cp.xt Cs

N I

\ g
\*‘O i
: b&
Interpretacion geomeétrica

La solucion general es una familia de curvas (dependiente de "n" constantes
arbitrarias Cq,....,C,) del plano; cada curva de la familia es la grafica de una

solucién particular.

Problema inverso

Si te dan una familia de curvas G(x;y;Cq;.... ;C,) =0 y te piden que determines
la ED de orden "n" cuya solucién general es dicha familia, deberas eliminar las

constantes Cq,....,C, en el siguiente sistema de "n" ecuaciones:
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G(x;y;Cq5....5C4) =0
dG(x;y;Cq; ... ;CL)/dx =0
d2G(x;y;Cq;.... ;C)/dx2 =0

...............................
...............................

dn DG(x;y;Cq; ... 5C,)/dx 071 =0

Por ejemplo, para la familia y —C; —C,.x =0, se tiene que:

y_Cl _C2.X =0
diy—Cy —Cy.x)/dx =0 [
d2(y = Cy —Cy.x)/dx2 =0
y—C —Cr.x=0 —P»y-C; -y'.x =0»C| =y —y'.x
U y'_CZ =0»Cy =y'j 1
y”:O »y”:o

2.2 ECUACIONES DE SEG ORDEN

(x).ex X(P(X))4

Vo
cuacion de Bernouilli

n_n

* Las ecuaciones de& y'"'=h(y;y") en las que no aparece "x", se reducen
a ecuaciones d rden haciendo y'=P(y). Por ejemplo:

VO g dP(y) dP(y) dy

== Py P()-P)
dx dy dx T
y'=P(y)

v
y'=(1=y)2. (") =h(y;y) U P'(yn).PGF + y)2.Py)D
0P @& p-=Cy)?

Variables Vseparables

* Las ecuaciones de la forma y'"=h(y') en las que no aparece "x" e "y", se

reducen a ecuaciones de primer orden haciendo y'=P(x). Por ejemplo:

y=P) U ¥ P(x)
y''=sen y'=h(y") El }3' (xF sen P(x)

Variables separables
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KEYNES 2.2.1

Determinese la ED cuya solucion general es la siguiente familia de curvas:

1) y=Cyp.eX +Cy.e2X +x ; 2) y =Cq.eX +Cy.x2 +C3.x
SOLUCION

Para determinar la ED de orden "n" cuya integral general es la familia de curvas
G(x;y;Cq5....5C,) =0 basta eliminar las constantes Cq,....,C, en el sistema

formado por las "n" ecuaciones

G(x;y;C15....5C4) =0
dG(x;y;Cy; ... ;CL)/dx =0

................................................
................................................

dnDG(x;y;Cy; ... 5C,)/dx 071 =0

1) Para la familia y — C.eX = C,.e2X —x =0, se tiene que:

§=Cp.eX —Cpe2% —x =0 R
d(y —Cy.eX _C2.€2'X -x)/dx =0 0O 5 e2.X —1 =()
d2<y_CleX _C2.€2'X _X)/dXZ =0 e’_4C2€2X =0

De Ia tercera ecuacién se obtiene Cy =

>

dos primeras, resulta:

y =yt —x =0 3 >
y'=y'" X =1=0—"»C, =(l -y' +y”).e_2-X/2
— ') o2
"+3.(l yH) e e2X =x=0 —»

2

1 - V!
_>y_Y”+3.%—X=O—>

2y -2y"H3.(1 —y'Hy'") —2.x =0 —»
—» y''By'+2.y =2.x =3
2) Para la familia y = Cq.eX —Cy.x2 —=C3.x =0, se tiene que:
y_C1.€X _C2.X2 _C3.X =0 y_C1.€X _C2.X2 _C3.X =0
d(y—Cl.eX _C2.X2 _C3X)/dX =0 0 y'_C1.€X _2.C2.X _C3 =0
dz(y—Cl.eX _C2.X2 _C3.X)/dX2 =0 y”_Cl.CX _2.C2 =0
d3(y = Cq.eX —=Cy.x2 =C3.x)/dx3 =0 y'"'=Cq.eX =0
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De la cuarta ecuacion se obtiene Cqy.eX =y'"" |y al sustituir en las tres primeras,

resulta:
y—y"'—CZ.Xz —Cj3.x =0 ? >
y'=y'"2.Co.x —=C3 =0 >
Y”‘Y'”‘Z-Cz =0—p C2 =(yn_yvvv>/2
—> y—y”'—1 (y'"'=y"").x2 —C3.x =0 jb
—» y_yvn_(yn_yvn>.X _C3 =0 —p C3 vn _(yn _ynv) -

—> y oy ()2 -(y"y""(y"-y"')-X)-X =0 —»
l 1 "
Ry Yy Aoy iy oy oy —>

"

" 1 " 1
>y oy oyt iy

¢, Estas en ADE o
en Economia?

=
o
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~
-
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2.3 DEPENDENCIA LINEAL

DE FUNCIONES

Se dice que las "k" funciones yy(x),....,yk(x) son linealmente dependientes en
un intervalo [a;b] si existen "k" constantes Oy,....,0 no todas nulas y tales
que en todo punto x [[a;b] sucede que 0.y (x) +.... +0 .y (x) =0.

Stes O1.y1(x) +.... +0 .y (x) =0 solo cuando O =0, =.... =0 =0, se dice

que las funciones yq(x), .... , vk (x) son linealmente independientes.

Por ejemplo, siendo x >0, las funciones
y1(x) = 2.4/x +3.Ln x ; Vo(X) =4.~/x +6.Ln x
son linealmente dependientes, pues
ay.(24/x +3.Ln x) +0,.(4.4x +6.Ln x) =0,
0 (2.0t 4.0,)v* (3af 60,)Ln=

2.04 +4.0, =0
O {3a1+6a2-0}m Ozs 2.0
Nog| .Uy = * ‘

0(1.(2.e (12.(5.eX + 6.sen X) =0, U«

)e¥ (30fF 60,)sens® 00 X

.Gl +5.C(2 =O}D Gf Gf 0

% 3.00 +6.0, =0/ 4
NI

Por tanto, €s 01.y1(x) +0 5.y, (x) =0 en todo punto "x" sélo si 0y =05 =0.

_'No te entiendo)
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2.4 WRONSKIANO DE UNAS FUNCIONES

Siendo yq(x),....,yk(x) funciones que en un intervalo admiten derivadas hasta la

de orden k —1 inclusive, su Wronskiano W (x) es el siguiente determinante

y1(%) y2(%) s ¥i()
yi{_l) (%) ylz{_l) (x) ... ylﬁ_l) (%)

Por ejemplo:si yi(x) =x2,y5(x) ZeX, y3(x) =4, es:
vi(x) v2(x) y3(x)| |x2 ex 4
W) =|y1(x) v2(x) y3x)|=|2x eX 0|=8.eX.(x—
" n n X
ZIONSCICONETCHIN I
En el punto x =3 es W(3)=8.¢3.(3 —1) #0, siendo W(1) =8.¢el

Si unas funciones son linealmente dependientes en un i u wronskiano
es nulo en todo punto del intervalo. En efecto, si \exi "k" constantes
afq,...,0 no todas nulas y tales que 0.y; Vi (x) =0 en todo
punto del intervalo, es:

a1.Y1<X) +...+

=0
k=1), . _
0Oy Y (x)=0
Como a1, ulas, el anterior sistema de "k" ecuaciones (que
es lineal y homogéne 01,....,00 ) tiene soluciones distintas de la

trivial Oy =0, =... n todo punto del intervalo; por tanto, en todo

punto del interva nulo el determinante de su matriz de coeficientes,

que es el wronski v1(X), ...,V (x). Por ejemplo, siendo linealmente de-

pendie uneiones yl(x)=2.«/;+3.Lnx e y2(x)=4.\/§+6.Ln X, es:
+ +
ORI 2.&1 3.Ignx 4.&2 6.Ignx -
' ' _+_ _+_ 5
y1(x)  v2(%) Jx  x N

_/No me entiendes]
¢Te entiendes ti?]
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2.5 ECUACIONES LINEALES
DE ORDEN SUPERIOR

Siendo x UJa;b], sean

_df(x) ,,_d%f(x) ‘ . on) _dn(x)
y=£(x) ; —dx Y T2 0 Y = Tqan

Asi, si a1(x),.... ,a,(X) y b(x) son funciones continuas en [a;b], de toda ecua-
cion diferencial de la forma

yo) +a(x).y2D + . +a 1 (x).y' Ha,(x).y =b(x)

se dice que es lineal de orden "n" ...... y al decir lineal quiere indicarse que es de
primer grado respecto de la varlable "y" y respecto de las derivad cesivas
de |lyll

La ecuacion se dice homogénea si b(x) =0; si b(x)Z 0 se dic

Ejemplos: la ecuacion y'"'+x2.y'"—eX.y'+x3.y =Ln x de orden 3 y

2 y homogénea.
& factor \/7 lLa ecua-
o al factor eV'.

cion

completa. La ecuacion y"'+(y'/x) —eX.y =0 es

La ecuacién y'"+(y'/x) —eX. \/7 0 no es

cién y'"'+x2.y"=eX eV +x3.y =Ln x no

Existencia y unicida

Siendo
- n 1)

- —an—l(X)-y “%(X)-Y
si xg U[a;b] y se esta diciones iniciales
Y(xoIRz0 WY (x0) =21 5 e 5 YO D(x0) =2
/0y = =a,(x), Oh/0y'=a,—1(x), Oh/0y"'=a,_5(x),

como las funcio ,
..... oh/0 H_Q son continuas, existe una unica funcién y = @x) que es

soluct aciéon y satisface las condiciones iniciales establecidas.

El o or "L"

Para mas comodidad, el pedrusco y® +ay(x).y?™D + ... +a ¢ (x).y'+a,(X).y
lo denotaremos L(y); asi, para referirnos a la ecuacién

y® +ag(x).yn 7+ Fag g (x).y Hag (x).y =b(x)

escribiremos simplemente L(y) = b(x).

El operador "L" es lineal, pues

DLCy)=CL(y), UdD ;2)Lfy; ) LK) L(yz)
En efecto:
1) L(Cy) =(C.y)n) +a1(x).(C.y)n_l) +... ta,(x).(Cy) +a,(x).(Cy) =
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dk(C.y)/dxk = C.(dky/dxk)
:C.(yﬂ> +aq(x).yn™D +... +an_1(x).y'+an(x).y) =C.L(y)

-

4_

L(y)
2) L(yy +y2) =(yq +y2)™ +ay(x).(y; +yo)2 D +... +
o tag (x).(y1 Fy2) aa(x)-(y1 tyo) =
di(y) +yp) _dkyy |, dbyy T
dxk dxk dxk
-1 .
=(v1) +a1(0)y1 7+ Fap g (0¥ Fag()yp) +
L(y1)
n n—1 '
) +ar )y + e Faa(8)y] *an(0)y1) =L D)
L(y2)

»ﬁ‘
Naturalmente, de las anteriores .\
propledades de "L" se deduce que

]_

Propiedades de la écud€ion homogenea

Siendo x U[a;b], considéresedd ecuacion lineal, homogénea y de orden "n":

7™ +a (oW 4 oy (0).y g (x).y =0

que, por comodidad, dénotatemos L(y) = 0.

1) La ecuaciéon L(y) 20 tiene como solucion trivial y =0, que es la que satisface

las condicionesfinigiales?y(x) =0, y'(xg) =0, ...,y D(x) =0.
Por tanto, éomo €lftcorema de existencia y unicidad de solucién garantiza que
sologhaywuna, solucion que satisface dichas condiciones, si una soluciéon de
L(y) =0 seianula, lo mismo que sus n —1 primeras derivadas, en el punto xg,
esa solucion es idénticamente nula (o sea, esa solucion es la trivial y = 0).

2) Sila funcién yq es solucién de la ecuacion L(y) =0 (o sea, es L(y)=0) y "C"
es una constante arbitraria, la funciéon C.y; también es solucion de L(y) =0,
pues siendo lineal "L", es L(C.y1) = C.L(y;) =C.0 =0.

3) St las funciones y; e yp son soluciones de la ecuacién L(y) =0 (o sea, es
L(y1)=0 y L(y)=0), la funcién y; +y, también es solucion de L(y) =0,
pues siendo lineal "L", es L(y; +y,) =L(y;) +L(y) =0 +0 =0.

Obvio: de 2) y 3) se deduce que si yy,....,y,, son soluciones de L(y)=0 vy
Cy,....,C,, son constantes arbitrarias, la funciéon Cy.yq +.... +C .y, tam-
bién es solucién de L(y) =0.
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4) St la funcidén compleja u+1iv (siendo 1= \/—_l) es solucion de la ecuacion
L(y)=0 (o sea, es L(u+iv)=0), las funciones "u" y "v" también son
soluciones de L(y) =0. En efecto: si L(u+1iv)=L(u) +iL(v) =0, ha de ser
L(u)=0 y L(v) =0, pues siendo reales "Pepe" y "Juan", el nimero complejo
Pepe + 1. Juan coincide con el nimero cero solo si "Pepe" y "Juan" son cero.

5) Silas "n" funciones yq(x),.... ,y4(x) definidas en el intervalo [a;b] son solu-
ciones de la ecuaciéon L(y) =0 y son linealmente independientes (o sea, es
0.y (x)+.... O .y (x) =0 sélo si O] =0, =.... =0 | =0), su wronskia-
no es no nulo en todo punto del intervalo.

En efecto, por reduccion al absurdo: si el wronskiano fuese nulo en un punto

x() del intervalo, el siguiente sistema lineal homogéneo de "n" ecuggiones con

"n" incégnitas Oq,.... ,00

O1.y1(xg) + .. 70 4. y5(x0) =0
Ap.y1(xp) * oo #0474 (x0) =0

................................................
................................................

-1 -1 A
0pyp (x0) * o + 0, VR & 0

tendria soluciones no triviales, por ser faulé el determinante de la matriz de
coeficientes del sistema, que es el wronskiangde y;(x),.... ,y,(x) en el punto

x(. Asi, siendo (O7;....;05) Una de csa® soluciones no triviales, segun la
propiedad 1), la funcién (XY= .y{(x) +....+0 .y, (x) es idénticamente
nula, pues es solucion defL(yhp=0 (ya que y(x) es una combinacién lineal de
soluciones de L(y) = 0)y sctanula; lo mismo que sus n —1 primeras derivadas,

en el punto x(:

y(®p), = 07.y1(x0) +.... ALy ,(x0) =0
vilxo) = a7y (x0) +.... ¥ 5.y, (x0) =0

................................................
................................................

_ _ n—1 n—1 _
(o) =afyy (o) +e ¥y () =0
Ahora bien, el que y(x)=07.y(x) +.... +0 .y, (X) sea idénticamente nula va
contra la hipétesis de que yq(x),....,y,(X) son independientes; por tanto, el

wronskiano de yq(x),.... ,y4(x) no puede ser nulo en el punto x.

Se llama Sistema fundamental de 2
soluciones de la ecuacion L(y) =0 a

todo conjunto de "n" soluciones

linealmente independientes
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0) Si las "n" funciones yy(x),....,y,(X) son un sistema fundamental de solucio-
nes (SFS) de la ecuaciéon L(y)=0 y Cq,....,C, son constantes arbitrarias, la
solucion general de L(y) =0 es y(x)=Cq.y1(x) +.... +C,.y4(x). En efecto,
siendo y(x)=Cq.y1(x) *+.... +C,.y4(x) soluciéon de L(y)=0 (por ser y(x)
combinacion lineal de soluciones de L(y) =0), para demostrar que es la solu-

cion general, demostraremos que cualquier otra soluciéon puede obtenerse
asignando valores particulares a las constantes Cy, .... ,C,. Vamos a ello: sea la

solucion que satistace las condiciones iniciales

v(x0) =20 5 V'(X0) =21 3 e v D(x0) =221
Al exigir que y(x)=Cq.yq(x)+.... +C.y,(x) satisfaga dichas condiciones

n_n

iniciales, obtenemos el siguiente sistema lineal no homogéneo de ecuacio-

nes con "n" incognitas Cq, .... ,C:

C1~Y;(X0) +o +Cn-Yp(XO) =2
Cry1(xg) ... +Chuyp(x) =

Como el anterior sistema de ecuaciones o unica (pues el determi-

nante su matriz de coeficientes es el ane,de y{(x),.... ,y5(x), que es

no nulo en el punto x(), por ser li e mdependientes yq(x),.... ,y (X)),
=Cy,....,C, =C}, tales la funcién

isface las condiciones iniciales impuestas.

pleta. En efecto, debido a la linealidad de "L", es:
Liyy +yp) =L(y1) +L(yp) =0 +D(x) =h(x)

2) La solucion general de la completa es suma de la solucién general de su
homogénea y de una soluciéon particular de la completa. En efecto, si
Ciy1(x)+.... +CL.y,(x) es la SG de la homogénea e yp €s una solucién

particular de la completa, la funciéon y(x) =Cq.y;(x) +.... +C .y, (x) +yp, es

solucion de la completa (por ser y(x) suma de una solucién de la homogénea y

otra de la completa) ...... y para demostrar que es la solucién general de la
completa, demostraremos que cualquier otra solucién de ésta puede obtenerse
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asignando valores particulares a las constantes Cq,.... ,C,. Vamos a ello: sea la

solucion de la completa que satisface las condiciones iniciales

v(X0) =20 3 Y'(XQ) =Z1 05 e s yﬂ_l)(xo) =Zp-1
Al exigir que y(x)=Cq.yq(x) +.... +C.y,(x) +yp cumpla dichas condicio-

nes iniciales, obtenemos el siguiente sistema lineal no homogéneo de "n" ecua-

ciones con "n" incégnitas Cyq, .... ,C:

Cr.y1(x0) oo ¥ Cpoyn(xp) +yp(x0) =20
Cry1(x0) * o #Chyn(x0) Fyp(x0) =%

................................................
................................................

n—1

_1 —_
Cryp V(x0) * e + oy V) +vp

O lo que es igual:

-1 -1
Cryl Vxg) e #Cpyn Y

Como el anterior sistema de ecuacio ci6n unica (pues el determi-

o de yi(X),.... ,yo(x), que es

y(x) = CT yi(x) . atisface las condiciones iniciales impuestas.

2.6 E &ONES LINEALES DE ORDEN
SUPERIOR Y COEFICIENTES
CONSTANTES

Siendo ;b], sean

df(x)

\ d2f(x dof(x
y=fx) sy = ,y=—()' =)

dx?2 dxn

Asi, si aq,....,a, son constantes y b(x) es una funcion continua en [a;b], de to-

"

y™)

da ecuacion diferencial de la forma
vy +ap.yn7D + . +a .y +a,.y =h(x)

se dice que es lineal, de orden "n" y coeficientes constantes.
La ecuacion se dice homogénea si b(x) =0; si b(x) #Z0 se dice completa.
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Solucion general de la homogénea

* La funcién y =e™X es soluciéon de la homogénea si "t" es solucion de la ecua-

cién r +aq. 071+ +a__q.r +a,.r =0, que es la llamada ecuacion carac-
teristica. En efecto, siendo y = efX es:

y'=relX ;. yn_l) ==l erx yﬂ) =rletX
al sustituir en la homogénea, resulta:
y g >

r0efX +a,.r07 1 el X + 42 _qrefX +a efX =0 [
O % apro™4 .+ a, 4.+ az 0

n_n

* Sila ecuacion caracteristica tiene "n" rafces distintas 11, 15, .... ,r, "n" fun-

ciones y| =ef1-X y, =ef2-% ... |y, =e™nX forman un siste ental
de soluciones de la ecuacion homogénea. Para demostrale

que el wronskiano de estas "n" funciones es no nulo para;
como en efecto sucede:

comprobar

valor de "x",

erl.X CIZ.X
rl.efl'X I‘2.€r2'X
W = rlz.efl-x r22.ef2-

rln_l.elfl-X r

..... el

..... rh

..... t2 |#£0,0x
..... ro-1

Determinante de Vandermonde; como todo el mundo sabe, su valor es

((t2 =11).(t3 = 1) (ty =17))-((13 —12)-(t4 1) (ty —12)).
((tg = 13).(t5 = 13) ety —13))eeeenne ((th—1 —tn))
Y como rj # 1, pues las raices de la ecuacion caracteristica son todas

distintas, el determinante es no nulo.

* Puede demostrarse que si 17, ..., son las raices de la ecuacion caracteristica,
con multiplicidades respectivas Q1q,.... ,0} (siendo O +.... +0 | =n), el sis-

tema fundamental de soluciones lo forman las funciones

................................................................
................................................................
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« Alahoradelo cotidiano, una vez calculadas las raices de la ecuacion

caracteristica, "construiremos" la solucién general de la ecuacion homogénea
atendiendo al siguiente criterio:

[ Cada raiz real "r" mualtiple de orden O de la ecuacién caracteristica, con-
tribuye a la solucion general de la ecuacién homogénea con un sumando de
la forma Qg—q(x).e"X, donde Qg-1(x) es polinomio de grado o =1y
coeficientes indeterminados.

[J Cada par a +i.b de raices imaginarias conjugadas multiples de orden O de

la ecuacion caracteristica, contribuye a la solucién general de la ecuacion
homogénea con un sumando de la forma

eaX (A y—1(x).cos b.x + By —(x).sen b.x)

donde Ay—1(x) y Bg—1(x) son polinomios de grado O — oeficientes
indeterminados.

Por ejemplo, si las raices de una ecuacion diferencia

coeficientes constantes y orden 12 son 5 (triple), 6 (d@ simple), 8 £ 9.1
a

(simples) y 4 £ Tti (dobles), la solucion gener dich ci6n es
y(x) = (Cl +Cy.x +C3.X2).65-X + 5&).66'}( +
+(Cg.e5%) +e8x (Cr.c 9.x) +
+e*X ((Cg +Cyp.x).cos TU 12-X).sen TIx)

mogénea, de

C

O sea, las siguientes doce funci un sistema fundamental de solu-

ciones de la ecuacidon en cuestion:

Y1 (X) = CS'X

y2(x) = x.c ntgbucion de r =5 (triple)
y3(x) = x2.

ya(x)=e contribucion de r =6 (doble)

ys(x) =
ye(x) = « contribucién de r =4 (simple)
X cos 9.x

_ W« 9 } « contribucién de r =8 £ 9.1 (simples)
= €®X.sen 9.x

« contribucién de r =4 * Tti (dobles)

~COr- me adoran
O
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Solucion general de la completa

Como sabemos, la solucion general de la ecuacion completa L(y) = b(x) es suma

de la solucién general de su correspondiente ecuaciéon homogénea L(y) =0 y de

una solucion particular de la completa.

Si b(x) =K.e™mX siendo constantes "K" y "m", la solucién particular es de la
forma y,(x) = C.x%.emx donde "C" es una constante, y 0 es el orden de

multiplicidad de la rafz r = m en la ecuacion caracteristica.

Si b(x) = polinomio de grado "s", la solucién particular es y,(x) = xd.Q(x),
donde Q(x) es un polinomio de grado "s" y coeficientes indeterminados, y O
es el orden de multiplicidad de la raiz r =0 en la ecuacion caracteristica.

St b(x) =ky.cos m.x +kjy.sen m.x, la solucion particular es
yp(x)=x4 (A.cos m.x +B.sen m.x)

donde "A" y "B" son constantes, y 0 es el orden de multiplicidad de la raiz
r =0 £ m.i en la ecuacion caracteristica.

Método de variacion de las constantes: si y,@W.... .y, &) son un SFS de la
homogénea, puede demostrase que la soluciéfi"gencral de la completa es
v(x) =c1(x).y1(x) +.... +c,(x).y4(x), donde i), .... ,c,(x) son las solu-
ciones de

c1(x). y1 (x)gF RER(x).y o (x) =0

€1 (%) Y1) H - e (%) v (x) =0

..................................
..................................

_1Vas a ser mi ruina
[Busca ayuda|




KEYNES 2.6.1
Determinese la solucion general de las siguientes ecuaciones:
Dy"'=5.y"+6.y'=0 ; 2) yIV) =0 ; 3)yV) —4.y'' =0
4)y"=3.y"3y' =y =0 ; 5) y"' 4.y H3y =0 ; 6)y" Y.y =0
7y yIV) +8.y"+16.y =0 ; 8) y'"'~4.y" H3.y' =0 ; 9) yIV) —5.y" #.y =0
SOLUCION

Todas las ecuaciones son lineales, homogéneas y de coeficientes constantes.

1) La ecuacién caracteristica de y'"'=5.y"+6.y'=0 es r3 =5.r2 +6.r =0, y sus
raices son 0, 2 y 3 (todas simples). Por tanto, las funciones

yi(x)=eh¥ =15 yo(x) =e2X 5 yz(x) =X

forman un sistema fundamental de soluciones (SES), y la soltl ral de la

ecuacion es
3
y= 3 Croyi()=Cy +Cpe2x +<@
k=1

2) La ecuacién caracteristica de y1V) =0 t7=0, Jque tiene al 0 como raiz
cuadruple. Por tanto, las funciones

y3(x):X2.eo'X X )=X3.€O'X =x3

forman un SFS, y la soluciofi*gen e la ecuacion es

4

1 +C2.X + C3.X2 '|'C4.X3

& de yIV —=4.y'"'=0 es r* —4.r2 =0, y sus raices son
2 (simple). Por tanto, las funciones
y1(x) =¥ =15 yp(x) =x.e0x =x
y3(x) T e2X 5 yy(x) =2

y:

3) La ecuacion cara

0 (doble), 2 (si

form FS, y la solucion general de la ecuacion es
4
y= Z Cr.vi(x) =Cy +Ch.x +Cj.e2X +(Cy.e72X
k=1

4) La ecuacién caracteristica de y'"'=3.y"+3.y'~y =0 es r3 —=3.r2 +3.r =1 =0,
que tiene al 1 como raiz triple. Asi, las funciones yj(x) =eX, yp(x)=x.eX ¢

y3(x) =x2.eX forman un SFS, y la solucién general de la ecuacion es
3
y = z Cr.vi(x) =Cp.eX +Cy.x.eX +C3z.x2.eX
k=1
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5) La ecuaciéon caracterfstica de y'"'—4.y'+13.y =0 es r2 —4.r +13 =0, cuyas
raices son 2 * 3.1 (simples). Asi, las funciones

y1(x) = e2X.cos 3.x ; y1(X) =ZeZX.sen 3.x

torman un SFS, y la solucién general de la ecuacion es

2
v= > Cryr(x) =e2X (Cq.cos 3.x +C,.sen 3.x)
k=1

6) La ecuaciéon caracteristica de y"+9.y =0 es r2 +9 =0, cuyas rafces son
0 £ 3.1 (simples). Asi, las funciones

y1(x) Ze0X.cos 3.x =cos 3.x ; y,(x) ZeVX.sen 3.x Zsen 3.x

forman un SFS, y la solucién general de la ecuacion es

2
y= Y Cryr(x) =Cj.cos 3x +Cy.sen 0
©

es 8.r2 +16 =0, cu-

7) La ecuacién caracteristica de yIV) +8.y""+16
yas rafces son 0 % 2.i (dobles). Asi, las funci

y1(x) =eVX.cos 2.x =cos 2.x ; X.cos 2.x =x.cos 2.x

y3(x) =eV*.sen 2.x =sen 2. VX sen 2.x =x.sen 2.x

1

forman un SFS, y la solucion gen ecuacion es

4

v= > Cryk
k=1

+(Cy.x).cos 2.x +(C3 +Cy.x).5en 2.x

y'"'=4.y"+13.y'=0 es r3 —4.r2 +13.r =0, cu-
odas simples). Asi, las funciones

8) La ecuacion caract
yas raices son 0

yi(0=e0x =1

X cos 2.x =cos 2.x ; y3(x) =el-X.sen 2.x =sen 2.x

, v la solucion general de la ecuacion es

3
y= Y Cryr(x)=Cy +Cy.cos 2.x +Cj.sen 2.x
k=1
9) La ecuacién caracterfstica de yIV) —=5.y"+4.y =0 es r4 —5.12 +4 =0, cuyas
raices son 1, 2, =1 y =2 (todas simples). Asi, las funciones

yi(x) =X 5 yo(x) Te2X 5 y3(x) TeTX ; yy(x) Te X

forman un SFS, y la solucién general de la ecuacion es
4
y= z Ckyk(X) = C1.€X +C2.62'X +C3.C_X +C4.C_2'X
k=1
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KEYNES 2.6.2

Determinese la solucién general de y"'=5.y'+6.y =2.e¢*X calculando la solucién
particular que cumple las condiciones iniciales y(0) =1 e y'(0) =2.

SOLUCION

La ecuacién es de segundo orden, lineal, de coeficientes constantes y completa.
Su solucién general es suma de la solucién general de la ecuacion homogénea
correspondiente y de una solucion particular de la ecuacién completa.

La ecuacién homogénea es y''=5.y'+6.y =0, siendo r2 —5.r +6 =0 su ecuacién
caracteristica, cuyas raices son 2 y 3 (ambas simples). Asi, las funciones

yi(x) = e2X 5 yp(x) =edx

forman un sistema fundamental de soluciones de la homogéneay c lucién
general es
2

Vh= Y Cryk(x) =Cq.e2x +C2-°°

k=1
Siendo b(x)=2.e4X, la solucién particular d6n completa es de la

forma y, = A.x% e*x donde O es el or icidad de la raiz r =4 en

la ecuacion caracteristica ..... y no siendo e esa ecuacion, es 0 = 0, por

lo que y, = A.e*X. Para determin sustituir yp, y'p e y;, en la ecua-

cion completa:

=AUl =y, edx
En definiti @aén general de la ecuacion y''=5.y'+6.y =2.e*X es
vy =y +yp :C1.62.X +C2.e3.x +e4.x

Al exigir que y(0)=1e y'(0) =2 resulta C; =2y C, = —2:
y(0)=1 0 C; +Cy +1=1 0 Cy =2
y'(0)=2 T 2.1 +3.Cy) +4 =2 Cy,=-2

y(x) = ClOCZ.X +C2.63'X +e4.x
y'(x) =2.C1.e2X +3.Ch.e3X +4.etx

Por tanto, la solucién particular pedida es y =2.e2-X —2,e3.X +e4x,
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Nota: también podemos determinar la soluciéon general de la ecuacion completa
y''=5.y'+6.y =2.e*X mediante el método de variacion de las constantes: siendo

y1(x) = e2X e y,(x) =e3X un SFS de soluciones de la ecuacién homogénea,

la

solucion general de la completa es y = Cq(x).y1(x) + Cy(x).y5(x), siendo Cy(x)

y Co(x) tales que:

.

-~
Wronskiano

Fr N N

1) 2] [Cax) 2.e4-x4T

Y1(X)=€2'X ;YZ(X)=C3'X
2x S 1 IGE | o

; [;e“ 313')‘} [Ci(xj ‘[Z-e*x} 2

[ Cramer |

P O
' 2 edx  3e3x 7
Ciry= (2t 2] 2l :Q’

eZ.x e3.X
2.e2.x 33X

eX.dx =2.e* +K,

Por tanto, la soluciéon ecuacion completa y''=5.y'+6.y =2.e4X es

e +K1).62'X +(2.eX +K2).e3-X =
%,_J

C1(x) C2(x)
= Kl_CZ.X +K2.e3.x +e4x

¢De qué pla-
neta vienes?
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KEYNES 2.6.3

Determinese la soluciéon general de y'"'—=6.y"'+9.y' =4.e3-X | calculando las solu-
ciones tales que y(0) =0.

SOLUCION

La ecuacion es de tercer orden, lineal, de coeficientes constantes y completa. Su
soluciéon general es suma de la solucion general de la ecuacion homogénea
correspondiente y de una solucién particular de la ecuaciéon completa.

La ecuacién homogénea es y'"'—6.y"+9.y' =0, siendo r3 = 6.r2 +9.r =0 su ecua-
cién caracteristica, cuyas raices son 0 (simple) y 3 (doble). Asi, las funciones

y1(x) =0 =15 yp(x) =ed¥ 5 y3(x) =x.e3X

forman un sistema fundamental de soluciones de la homogéne lucién
general es 0

Yh = Z Cr.yi(x) =Cp +(Cy +Cs. Xe
Siendo b(x)=4.e3X la solucién particular don completa es de la

forma y, = A.x%.e3% donde O es el or icidad de la raiz r =3 en

=3ra e de esa ecuacion, es 0 =2,
m

1
basta sustituir yp, yp ¢ yp en

la ecuacién caracteristica ..... y siendo

por lo que y, = A.x2.e3X, Para déte

la ecuacion completa:

; yp A(9X2 +12.x +2). e3:x

2 18).e35 6(A.0.xF 123 2).e3x}
+9.(A.(3.x2 +2.x).e3x) =4.e3x [J

@ O6x @ =A 23 vy, :%.XZ.&-X
En definitiva, la solucién general de la ecuacion y'"'=6.y''+9.y' =4.e3X es
Y =Vh +yp :C1 +<C2 +C3.X).C3'X +%.X2.C3'X

Ocurre que y(0) =0 si C; = =Cy:
y(0)=C; +C, =00 CF - Cy

por tanto, las soluciones tales que y(0) =0 son

y==Cy +(Cy +Cj.x).e3 +%.x2.e3-x
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Nota: también podemos determinar la soluciéon general de la ecuacion completa
y'"''=6.y'"'+9.y' =4.e3X mediante el método de variacién de las constantes: sien-

do y(x)=1,y,5(x) =e3¥ ¢ y3(x) =x.e>X un SFS de soluciones de la ecuacién

"'—=6.y"'+9.y' =0, la solucién general de la completa es

y=C1(x).y1(x) +Co(x).y2(x) +C3(x).y3(x)

siendo Cq(x), Co(x)y C3(x) tales que:

homogénea y

yi(x) y2(x) y3(0)| [Ci(x) 0

y1(x) va(x) y3(x)[*|Co(x)|=| 0 |0

Vi) va) v [C3)) (43 T
Wronskiano

yi(x)=1 5 ya(x) =edX 5 ya(x) =x.e3X

1 e3x x.e3x Ci(x) 0 C1(>6
010 3635 @ 3x.e3 [+ Coo)|= S St
0 9.e3x (6+9.x).e3x| | C5(x) N
- e ' Q(X)—3 J
0

Por tanto, la solucié la completa y'"'=6.y''+9.y' =4.e3X es

57:(2i7'e3'X _%*'Kz)e&x +(47X +K3).X.e3-X =
N C5()
(@) ST PR

3B+ (B +B3.x).edx +%.x2.e3~x
K, =B, ; %+K2 =B, ; K3 -+ =B;

=IES

KEYNES 2.6.4

Determinese la soluciéon general de y'"=3.y'+2.y =2.x2, calculando la solucién
particular que cumple las condiciones iniciales y(0) =y'(0) = 0.

SOLUCION

La ecuacién es de segundo orden, lineal, de coeficientes constantes y completa.
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Su solucién general es suma de la solucién general de la ecuacion homogénea
correspondiente y de una solucién particular de la ecuaciéon completa.

La ecuacién homogénea es y"=3.y'+2.y =0, siendo r2 —3.r +2 =0 su ecuacién
caracteristica, cuyas raices son 1y 2 (ambas simples). Asi, las funciones
yi(x)=eX 5 yp(x) =e>x
forman un SFS de la homogénea, cuya solucion general es
Yh — Cl.ex + C2.€2'X
Siendo b(x) =2.x2 un polinomio de grado 2, la solucién particular de la ecuacion
completa es de la forma y,, = Q(x).x%, donde Q(x) es un polinomio de grado 2

y coeficientes indeterminados, y O es el orden de multiplicidad de raiz + =0
en la ecuacidn caracteristica. Como r =0 no es raiz de dicha ecu

a =0, por lo que y, = A.x2 +B.x +C. Para determinar "A"

tuimos y,, y'p e y'I'3 en la ecuaciéon completa: 0
y'=3.y' 2.y =2.x2 [ 0

Yp AX2+Bx+C,yp =2 5$:2.A

0 (2AY 3(2Ax% By 2 CF 2.x4
0 2.A.x% (2B 6A)% F 2.x% O @
2A=2 -
[ 2B-06.A=0 U V5 x4 3% -+
2.A-3B+2, 2

En definitiva, la solucion ge ecuacion y''=3.y'+2.y =2.x

Al exigir que y(0) = resulta C; = =10 y C, =13/2:
{Cl +C, +(7/2) =O} 0 {Cl =-10
Cy+2.Cy) +3=0 C,=13/2
y(x) =Cq.eX +Cy.e2X +x2 +3.x +(7/2)
y'(x) =Cq.eX +2.Cp.e2X +2.x +3

port tanto, la solucion particular pedida es

y=-10.ex +10.e2% +x2 435 +]

2
KEYNES 2.6.5

Determinese la solucion general de y'''—y'=06.x —10.

SOLUCION

La ecuacion es de tercer orden, lineal, de coeficientes constantes y completa. Su
soluciéon general es suma de la solucién general de la ecuacion homogénea
correspondiente y de una solucién particular de la ecuaciéon completa.
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La ecuacién homogénea es y'"'—y'=0, siendo r3 —r =0 su ecuacién caracterfsti-
ca, cuyas raices son 0, 1 y —1 (todas simples). Asi, las funciones

y1(0) =X =15y (x) ZeX 5 y3(x) Ze™™
forman un SFS de la homogénea, cuya solucion general es

3

Yh = z Ck.yk(x)=C1 +C2.€X +C3.€_X
k=1

Siendo b(x)=6.x =10 un polinomio de grado 1, la solucién particular de la
ccuacion completa es de la forma y,, = Q(x).x%, donde Q(x) es un polinomio

de grado 1 y coeficientes indeterminados, y O es el orden de multiplicidad de la

raiz r =0 en la ecuacién caracteristica. Como r =0 es rafz simple a ecua-
cion, entonces O =1, por lo que y, =(A.x +B).x =A.x2 +B. ra hallar
"A"y "B" basta sustituir y, y'p, y; e Y'f'; en la ecuacion co

y'"'=y'=6.x =10

Vp =A.x2 +B.x ;y'p =2.A.x +B

En definitiva, la solucién genéral de la'€euacion y'''—y'=6.x =10 es

y:Yh:l: 5.eX +Cz.e7™* +3.x2 —10.x

.Y sinos
fugamos?
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KEYNES 2.6.6

Determinese la solucion general de y'"'=2.y'+5.y =10.sen 3.x

SOLUCION

La ecuacion es de 2° orden, lineal, de coeficientes constantes y completa. Su so-
lucién general es suma de la solucion general de la ecuacion homogénea co-
rrespondiente y de una solucion particular de la ecuacion completa. La ecua-

cion homogénea es y''-2.y'+5.y =0, siendo r2 —2.r+5=0 su ecuacion

caracteristica, con rafces 1+ 2.1 (simples). Asi, las funciones yq(x) =eX.cos 2.x ¢

yo(x) =eX.sen 2.x forman un SFS de la homogénea, cuya solucién general es

2
vh= > Ci.yk(x) =e*.(Cq.cos 2.x +Cy.sen 2.x
k=1
Siendo b(x) =10.sen 3.x, la solucién particular de la ecuac1 es de la

de la raiz + =0 3.1 en la ecuacion caracteristica. Como 3.1 no es raiz de

forma y, =x%.(A.cos 3.x +B.sen 3.x), donde @ es el t rnultlphc1dad

dicha ecuacién, entonces O =0, por lo que y .COS g B.sen 3.x, y para

hallar "A", "B" y "C" sustituimos y,, y'p e cuacion completa:

y'p =-3.Asen3.x +3
O« 9.A.cos 3.

end,x} 2f 3.A.sen3. ¥ 3.B.cos3.x)
B.sen 3.x) =10.sen 3.x [J
O« 4.A 06.B): 6.A 4.B).sen 3.x =0.cos 3.x +10.sen 3.x [

A —6.B =0 A =15/13
(] (]
6.A—4.B=10 B=-10/13

- 15 10
U ys 3 cos 3.x Esen3x
En defi a solucion general de la ecuacion y''=2.y'+5.y =10.sen 3.x es
+15 _10
Y=Yn t¥p =eX.(Cq.cos 2.x +Cy.sen 2.x) + 13 .cos 3.x 13 .sen 3.x

KEYNES 2.6.7
Determinese la solucion general de y''+4.y =20.cos 2.x
SOLUCION

La ecuaciéon es de segundo orden, lineal, de coeficientes constantes y completa.
Su solucion general es suma de la solucién general de la ecuacion homogénea
correspondiente y de una solucién particular de la ecuaciéon completa.

La ecuacién homogénea es y''+4.y =0, siendo r2 +4 =0 su ecuacién carac-
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terfstica, cuyas rafces son 0 * 2.1 (simples). Asi, las funciones
y1(x) =eVX.cos 2.x =cos 2.x ; yo(x) =el-X.sen 2.x =sen 2.x

forman un SFS de la homogénea, cuya solucion general es

2
Vh = Y Cr.y(x) =Cq.cos 2.x +Cy.sen 2.x

Siendo b(x) = 20.cos 2.x, la solucién particular de la ecuaciéon completa es de la
forma y, =x%.(A.cos 2.x +B.sen 2.x), donde O es el orden de multiplicidad

de la rafz r =0 2.1 en la ecuacién caracteristica. Como r =0 * 2.1 es raiz simple
de dicha ecuacién, entonces O =1, por lo que Vp = A.x.cos 2.x +B.x.sen 2.x, y

para hallar "A", "B" y "C" sustituimos y, e y; en la ecuaciéon com

y''+4.y =20.cos 2.X

Vp AXCOSZX+BXS€H2X§

Y'}; —(4.A +4.B.x).sen 2.x +(4

—» 1

,_.
1)
o,
(@)
=
N
(o)
IS
»
(@)

)=}
e
=)
o,
S
o,
(@)
@,

o}
=

u'"'(x).v(x) + 2.u'(x).
+ (4. A4 4.B.x)se

4.A.x).cos 2.5
=20.cos 2.x U
=20.cos 2.x +0.sen 2.x

B=s } UyfF Sxsen2x

SOLUCION

La ecuacién es de segundo orden, lineal, de coeficientes constantes y completa.
Su solucién general es suma de la solucién general de la ecuacion homogénea
correspondiente y de una solucién particular de la ecuaciéon completa.

La ecuacién homogénea es y"=3.y'+2.y =0, siendo r2 —3.r +2 =0 su ecuacién
caracteristica, de raices son 1 y 2 (ambas simples). Asi, las funciones yq(x) =e¥X e

y5(x) =e2X forman un SFS de la homogénea, cuya solucién general es

yp =Cqp.eX + Cz.ez'x
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Siendo b(x) =4.x +¢2X la solucién particular de la completa es de la forma

Yp i(AX +B) +C.x.e2-X

A.x + B =solucion particular si fuese b(x) =4.x

C.x.e2X =solucién particular si fuese b(x) = e2-X

Para hallar "A", "B" y "C" sustituimos y , y}o e y; en la ecuacion completa:

y'=3.y' 2.y =4.x +e2.x ?

Vp = (A.x +B) +C.x.e2X
yp = A +C(1+2.x).e2% ;5 y, =4.C(1 +2.x).e2¥
0 (4.CH 2x).e2x) 3(A C@H 2.x)e2xy
+2.((A.x +B) +C.x.e2¥) =4.x +e2x [
0 Ce2% 2Ax 2B 3.AF 4.x+e2x{l

Cc=1 A=2
09 2A=4 (0{B=3(0 yzm2+ Fwx.e2s

2B-3A=0 C=1
En definitiva, la solucién general de la ecudCiondy'' 488’ +2.y =4.x +e2X es

y=yh +yp =CreX HCo W2 x +3 +x.e2X

Vive de tus padres
hasta que puedas
vivir de tus hijos
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KEYNES 2.6.9

Siendo p(t) el precio del ron en el instante "t", las funciones de demanda D(t) y

oferta S(t) de ron son
| {D(t) =16 —4.p(t) —6.p'(t) +4.p"'(t)
S(t) = =8 +8.p(t) +4.p'(t) +6.p"'(t)

2) {D<t> =2-2.p(0) +2.p'(0) +p"(0)
S(t) = =2 +3.p(t) +6.p'(t) +2.p"(t)

} > p(0) =3, p'(0) =—5/2

};P(OFZ, p'(0) =1

D(t) =23 =2.p() *p'() =P"(O] . v oy = —
S = 5 v 2 12 PO PO=
En cada caso, determinese la trayectoria temporal del precio de equilibrio.
SOLUCION

En los tres casos, al exigir que D(t) =S(t) llegaremos a una ED ndo or-
den, lineal, de coeficientes constantes y completa. Su solucie al es suma
de la solucion general de la ecuacion homogénea correspondiente y de una
solucion particular de la ecuacion completa.

\ 4

4.p'(t) 0. p"(t)) [

S(t)

pEF 12

'(t) +6.p(t) =0, siendo 12 +5.r +6 =0
ices =2 y =3 (simples). Asi, py(t)=e 2t y

1) Al exigir que D(t) =S(t), resulta:

(16 —4.p(t) - 6;13' (t) +4.p"(t) 3
D(t)

0 p" (5
(1

La ecuacién homogénea
su ecuacion caractetist

po(t) =e 3t form a homogénea, cuya solucion general es

h(t) = Cl.e_z-t + C2.C_3't

Siendo b(t) =1 olinomio de grado 0, 1a solucién particular de la ecuacion

com p® = Q(t).t%, donde Q(t) es un polinomio de grado 0 y coefi-
cie tcrminados (o sea, una constante "A") y O es el orden de multi-
plici a raiz r =0 en la ecuacién caracteristica. Como r =0 no es raiz de

dicha ecuacion, entonces 0 =0, por lo que p,(t) = A. Para determinar "A"
sustituimos py, (t), p'p(t) y p'I;(t) en la completa; asi, siendo p'p(t) = p;(t) =0,
al sustituir en p''(t) +5.p'(t) +6.p(t) =12 resulta A =2 (6.A =120 & 2),y
la solucién general de la ecuacion p''(t) +5.p'(t) +6.p(t) =12 es

p(t):ph(t) +pp(t> :Cl.e—Z.t +C2.C_3't +2

Al exigir que se satisfagan las condiciones iniciales p(0) =3y p'(0) = —=5/2 re-
sulta Cl = C2 =1/2:
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p(0)=3 }D {c1+c2+2=3 }D {c1:1/2
p'0)=-5/2] & |-2.¢; -3.C; =5/2 ~ |C;=1/2

p(t) =Cp.e 2t +Cp.e ™t +2; p'(t) = 2.C1.e 2t =3.C,

Por tanto, la trayectoria temporal del precio de equilibrio es
p*(t) =0'5.e72t +0'5.e 73t +2

Si tu negocio fuera vender ron, seguro que estarfas interesado en analizar el
comportamiento del precio de equilibrio a largo plazo

lim. p*(t)= lim. (0'5.e72t +0'5.e 73t +2) =2

t— +oo t —» +oo

pues ety 73t tienden a 0 cuando t — + 0

4p* (1)

3\

2

Observa: con independencia de las
brio p(t) = Cl,e—Z.t +C2.e‘3-t +

pendencia de los valores de Cq y\€, sacede que

iniciales, el precio de equili-

ando t — +00, pues con inde-

€728 +Cpe Tt +2) =2

P'(D) =(=2 +3.p(t) +6.p/(0) +2.p" (1) O
S(t)
O p'(th 4p'(tr Sp&F 4

forman un SFS de la homogénea, cuya solucion general es
pp(t) =e2t,(Cq.cos t +Cy.sen t)
Como b(t) =4 es constante y r =0 no es raiz de la ecuacion caracteristica, es

Pp()=A (0 pp® pp(F 0). Alsustituir en p'"(t) +4.p'(t) +5.p(t) =4 re-
sulta A=4/5 5.A=40 A& 4/5); asi, la solucion general de la completa es

p(t) = pr(t) +pp(t) =e™2t,(Cq.cos t +Cy.sent) +%

Al exigir que se satisfagan las condiciones iniciales p(0) =2y p'(0) =1 resulta
Ci=6/5y Cy=17/5
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p0)=2]  [Cr+@/5)=2 ] [C1=6/3
p|(0):1 + _2.C1+C2 =1 C2:17/5

p(t) =e2t,(Cq.cos t +Cy.sen t) +%

p'(t)=e 2t (=2.Cq.cos t =2.Cy.sen t —Cy.sen t +Cy.cos t)

Por tanto, la trayectoria temporal del precio de equilibrio es

p*(t) = %.e_z-t.(é.cos t +17.sen t) +%
Comportamiento del precio de
equilibrio a largo plazo
lim. p*(t)= lim. (l.e_z-t.(é.cos t+17.sen t) +4
t - 00 t - 400 \5

lim. e 2t (6.cost+17.sent) =0

t _ 400 f

pues e 2t tiende a 0y 6.cos t +17.sen t estaacBtado

L 2

4p* (1)

Observa: con i encia de las condiciones iniciales, el precio de equili-

brio p(t) =e™2 +Cy.sent) +4/5 tiende a 4/5 cuando t — +oo,
1a de los valores de Cq y Cy sucede que

pues con m@
. - h . _2.'[_ . + . +i :i
) p(t) ) m+ e ((11 cost +Cy.sen t) 575

3) Al exigir que D(t) =§(t), resulta:

(23=2.p() +P'() ~p" (1) =(5 +2.p(9) +p'(0)
D(t) S(t)
0 p'( 4.pE 28

La ecuacién homogénea es p''(t) +4.p(t) =0, siendo r2 +4 =0 su ecuacién

caracteristica, con raices 0% 2.1 simples. Asi, py(t) =cos 2.t y pp(t) =sen 2.t
forman un SFS de la homogénea, cuya solucion general es

pp(t) =Cq.cos 2.t + Cy.sen 2.t
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Como b(t) =28 es constante y r =0 no es raiz de la ecuacion caracteristica, es

Pp(=A (0 pp® pp(& 0). Al sustituir en p"(t) +4.p(t) =28 resulta

A=7 (4. A=2801 A& 7);por tanto, la solucién general de la completa es
p(t) = ph(t) ¥ pp(t) =7 +Cq.cos 2.t +Cp.sen 2.t

Al exigir que se satisfagan las condiciones iniciales p(0) =77y p'(0) =4 re-
sulta C; =0y Cy =2

p(O):7 0 7+C1:7 0 C1=O
o oo

p(t)=7+Cq.cos 2.t +Cy.sen 2.t
p'(t)=—2.Cy.sen 2.t +2.Cy.cos 2.t

Por tanto, la trayectoria temporal del precio de equilibrio es

p* (1) =7 - 2.sen 2.t 0

Comportamiento del precio de
equilibrio a largo plazo N
lim. p*(t)= lim. (7

no existe

limite cuando t — +oo.
ado (es |2.sen 2.t|<2, O t),

El limite no existe, pues se
No obstante, como 2.sen
1o de equilibrio sufrira oscilaciones

podemos asegurar
acotadas entorno si +09% en concreto, el intervalo de oscila-
cén esdv —2;7 + 2] =[5;9].
\ :

Ap* (=7~

Observa: con independencia de las condiciones iniciales, el precio de equili-
brio p(t) =7+ Cj.cos 2.t +Cy.sen 2.t oscila de modo acotado entorno a 7 si

t — +0o, pues con independencia de los valores de C; y C, sucede que
7+ Cj.cos 2.t + Cy.sen 2.t oscila de modo acotado entorno a 7 si t — +o (la
amplitud de la oscilacion depende de Cq y Cy; o sea, depende de las condi-
ciones iniciales).
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