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9.1 INTRODUCCION

Las rentas fraccionadas o de frecuencia no anual son aquéllas en que el periodo de capitalizaciéon del
tanto no coincide con el periodo de pago o cobro del término de la renta.

9.2 RENTA FRACCIONADA C

Pueden plantearse dos situaciones distintas.

« Término anual y tanto de frecuencia "m"

Calculamos el tanto i = (1 +|(m)) -1 de interés efectivo anual equivalente a
ramos la renta en funcién de sus caracteristicas.

nto "i" valo-

Vo =C.aqi. Vn =C.sqy Vo =C.apy;-(1+) ; Vp =C.

 Término de frecuencia "m", tanto anual

Para lidiar este caso hay dos caminos:

a) Calculamos el tanto i(M) = (1+i)1/M -1 de interés fracci
con el tanto i(M) valoramos la renta:

equivaler.al tanto efectivo anual "i", y

Ve = Con-amim)

T <oy 1 Ve s 60

mer o ultimo término de ese afo, la
ransforma en una renta anual, que se

b) Agrupando los términos de cada afo en el
renta de frecuencia subperiodal (mensual, tri
suma como ya sabemos.

Pospagable

Consideremos una renta de "n" afos, i
frecuencia "m", al tanto de valoracigd

nte, temporal, pospagable, con término C,, de

Cm Cm Cm - Cpy Cpy
S om-1 5, 1 m-1
m m m
vim
Agrupando los términos n el vencimiento del ultimo término de dicho afio, se tiene:

Cm Cm

"C" es el valor final de un renta constante de "m" términos de cuantia C,
inmediata, pospagable, temporal, al tanto i(M); o sea: C = Crn-Spyim)

(1+im)™ -1 i

(1+im)™ 1 =
m.i {cuantia anual equivalente a un conjunto de "m" }

m: jm_ pagos fraccionados pospagables de cuantia Cp,

eguivale a la renta constante y pospagable de "n" anualidades de cuantia Cm.jm—'i:
m
C.. mi c.. mi C.. mi C.. mi
m Jm m Jm m Jm m Jm
0 1 2 3 n
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Por tanto, los valores actual V(()m) y final V,(]m) de la renta fraccionada coinciden con los respectivos
valores actual y final de la renta de "n" afios, inmediata, constante, temporal, pospagable, con término

anual Cm.jm—'i, al tanto de valoracion anual "i":
m

Mm_c Mmijg  .yMm_c mig

Vo Cm- i ) Vi Cm.jrn S

Puedes comprobar que:

(m) _ m.i — . yy(m) _ m.i -
Prepagable
Consideremos una renta de "n" afos, inmediata, constante, temporal, prep % término Cy, de
frecuencia "m", al tanto de valoracién anual "i"
Cm Cmv Chn - Cnv Cn Ch Cy - Cy Cn
0 1 2 m-1 1 1 2 m-1 2 n
) m m m m m m )
—(m —
Vo ’ Vi

Agrupando los términos de cualquier afio en el vencim término de dicho ano, se tiene

que:

Cm Cm Cm -~ Cm
4 1 2 m-1 . i(m)
k=1 — = . T : CZACn.57m)-(1+i(M) O

"C" es el valor final de un renta constante de "m" términos de cuantia C, in-
mediata, prepagable, temporal, al tanto i(M); o sea: Cm-spyitm)-(1+ i(m)),

Cpy. M (4 i)l/m
Im
m) =(1 +i)1/m

spagable de "n" anualidades de cuantia Cm.;n—'i.(1 +i)t/m .

m

M qaptm L Cp M (qiytm o M (g ) t/m
Jm Jm Jm
2 n-1 n

. —(im . . .
Por tanto, los val y final VS1 ) de la renta considerada coinciden con los respectivos

valores actual y
m. i

no anual Cyy,.

0
vim

renta de "n" afos, inmediata, constante, temporal, pospagable, con térmi-

al tanto de valoracion anual "i"; o sea:

= Cm.%.(1 +)VM. @y =Cn. a1+

=Cp- ML (1+)1VM 51y =Cry-s7em - (1 #1M)

Jm

A FRACCIONADA EN PROGRESION ARITMETICA

En este tipo de rentas, la razén nos obliga a trabajar con una u otra unidad de tiempo: si la razén es frac-
cionada, trabajaremos con fracciones de afio; y si es anual, trabajaremos en afos.

Pueden plantearse dos situaciones distintas.
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Término y razon de frecuencia "m", tanto anual

Como la razdn es fraccionada, trabajaremos con fracciones de afo: calculamos el tanto de interés frac-

cionado i(M) = (1 +|)1/m -1 equivalente al tanto anual "i", y con el tanto i(M) valoramos la renta en funcién
de sus caracteristicas, teniendo en cuenta que la duracién es "m.n". Por tanto:

d dm-m.n
A(Cm;dm)_umq( R
ACiH =(C+ +dn).ag) - d.”
dm dypy.m.
S(Cm;dm)_l(mq( m ))Smn(m) e

S(Cid), =(C+Isqy -40

mi(m) =A(cm;dm)mi(m).(1+i(m)) : S(Crn;dm)

Término de frecuencia "m", razoéon y ta

K(Cm ;dm) .(1 +i(m))

mnm) mnlim)

Renta pospagable

Cm ee Cm Cm Cm+d e Cm+d Cm +d . e .d Cm +2.d ceee Cm +(n _1).d
o 4+ . m= 1 ma 3 . n
m m m m
Agrupando los términos de cada afio en el ven i o ultimo término de ese afo, la renta

a en una renta anual, que se suma co-
mo ya sabemos. Asi, agrupando los térmi o en el vencimiento del ultimo término de

dicho ano, se tiene:

+(k-1).d Cp +(k
_ 1 2 - m.i
k-1 p p 0OCg (Chr (k 1).d) i
Como Cy es el valor final de un renta constante con "m" términos de
cuantia Cp, +(k-1).d, inmediata, pospagable, temporal, al tanto i(m), es:
Ck =(Cm +(k =1.d).577) =(Crn +(k —1).d). ™4
Jm
Agrupando los término i 2n el vencimiento del dltimo término de ese ano, se tiene:

. Cm tkd Cypy +k.d
m?” k+1 |0 Cusx (Cot k.d).%
m

Ck+1

Como Ck 41 es el valor final de un renta constante de "m" términos de
cuantia C,,, +k.d, inmediata, pospagable, temporal, al tanto i(M), es:

Ck+1=(Cm +k.d).siyj =(Cm +k. d) m.i

alor de "k" sucede que Ci4q —Ck =(Cy +k.d).-— —(Crpy +(k —1).d).".n—'i =d.r_n—'i, la renta
Jm Jm Jm

aritmética pospagable de "n" términos, el primero de cuantia Cm J (obtenldo al ha-
m

cerk=1en Cx =(Cp, +(k —1).d).r_n—'i) y razén qmi.
Jm Im
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Cp™  (Ccptd) ™ (c 2 d) mi - (Cp+(n—1).d). M
Jm Im Jm
0 1 2 3 n

Su valor actual A(C,;d)
n

A(Cw:d)  =|Cp. iy Jm
(Cmid) =| Cm T+

Su valor final S(Cp,;d)_ es:

nji

S(C:d)_ =|Cpy. e 4
Comid)_, =| Con- ™

Renta prepagable
K(Cm ;d)

A(Cp:d)_ .(1+im) ;S

Al al

* CASO ESPECIAL

A veces sucede que dentro de un aio hay pago
fraccién de afo en la que so se produce ningliin

Considera una renta de "n" afnos fraccionada mensu
ro, marzo, octubre, noviembre y diciembre del p en vencimientos de cuantia constante
"C" que se incrementan anualmente de forma arl "d". En los restantes meses de dicho
primer afio se producen vencimientos de cu ' que se incrementan anualmente de forma
aritmética de razén d'.

Agrupando los meses de enero, febrero, e, noviembre y diciembre del k-ésimo afio en el
vencimiento del Ultimo término de dicho an i

Ck =(C+(k =0.d).((1+)] (1 4)%12 41 @212 1 V12 ) o

C+(k-1.d C+k-1).d C . C+Hk 4).d C+k 4).d C <k 4).d
E F JJAS o) N D
k-1 k

Ck

e (G (k 1).d).X

112 +(1 +i)9/12 +(1 +i)2/12 (1+|)1/12

X=(1+

ro, marzo, octubre, noviembre y diciembre del siguiente afio en el
icho afio, se tiene:

Agrupando los meses
vencimiento del dltimo t

A)1V12 L 1) 10112 g 45912 g 52012 g 112 ) 0

C+k.d C+.d C+k.d C+k.d
M A M J J A S 0] N D
k +1
Ck+1

§ Ck+F (8 Kd).X
(1+I)11/12 (1 +i)10/12 +(1 +i)9/12 +(1 +i)2/12 +(1 +i)1/12 #

Para todo"valor de "k" sucede que Ci 41— Cg =(C +k.d).X =(C +(k —1).d).X =d.X. Asi, la renta que for-
man los sucesivos vencimientos que cada afo se producen en enero, febrero, marzo, octubre, noviembre
y diciembre equivale a la renta aritmética pospagable "n" términos, razén d. X y primer término C.X:
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C.X (C+d).X (C+2.d).X (C +(n -1).d).X
0 k=1 k=2 k=3 k=n

C.X=C((A+)"12 1 (1410712 41 1912 11492112 41§12 )

Se obtiene al hacer k =1en
Ck =(C+(k—1).d).((1 +i)‘11/12 +(1 +i)10/12 +(1 +i)9/12 +(1 +i)2/12 +(1

Su valor actual es:

) = dx _dXn _ d .
A(Ch ’d)ﬂi —(C.X = +d.X.n).amI i X.((C + +d.n).amI A
. - Juan
- A(Pepe.Juan)n_li = (Pepe +T +(Juan).n). aqi
Agrupando los meses de abril, mayo, junio, julio, agosto y septiembre delk=ésimo’ afio en el vencimiento

del ultimo término de dicho afio, se tiene:

Ci = (C+(k = 1)) ((1+)®12 +(1 +)712 +(1 4i)°"1

C'+(k-1).d" C'+k-1).d" C'Hk-1).d' C; .d' C' +k 4).d
E FM A M J S ON D
k-1 k
Ck
Y=(1+)8712 4 (147112 4 V471244 47)3712
Agrupando los meses de abril, mayo, junig,juli 0 y septiembre del siguiente afo en el vencimiento

del Ultimo término de dicho afio, se tiene:

Cicr1 = (CHed) ((1+)8/12 (14112 41 012 1 9312) o

C'+k.d C'+k.d
A S ON D
k+1

Ci<+1

J

k+F (G k.d).Y

(1 )82 (1405112 4 (4 1312 (4 49)312

Y magia potagia, para que

Ck =(C'+.d).Y =(C'+(Kk —1).d).Y =d.Y

Asi, la renta que for esivos vencimientos que cada afo se producen en abril, mayo, junio, julio,
agosto y septie la renta aritmética pospagable de "n" términos, razén d'.Y y primer térmi-
no C.Y:
(C'+d').Y (C'+2.d).Y (C'Hn -1).d').Y
k=2 k=3 k =n

C'.((1+i)8/12 +(1+) 112 11 +0)812 11 155712 41 412 .,5)3/12)

A

Se obtiene al hacer k =1en
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Su valor actual es:
. — (e d.yY . ¢ _d.Y.n _ v,d o .
A(Cm,d)n_Ii —(C.Y+T+d.Y.n).ami i —Y.((C+T+d. )a—|, . ) Y.ACH)_

A(Pepe;Juan) (Pepe +2uan Jua” +(Juan). n) an) - (Juan) n

Al

Asi, el valor actual de la renta de "n" afios fraccionada mensualmente de modo que e
ro, febrero, marzo, octubre, noviembre y diciembre del primer afo se producen ve
constante "C" que se incrementan anualmente de forma aritmética de razén "d", y es meses
de dicho primer afio se producen vencimientos de cuantia constante C' que se in tan anualmente
de forma aritmética de razén d', es:

X((c+% +dnpamy -2 )+ v, (C+d +dun)any -
9.4 RENTA FRACCIONADA EN PROGRESION METRICA

En este tipo de rentas, la razén nos obliga a trabajar con una u otra unida tie : si la razén es frac-
cionada, trabajaremos con fracciones de afio; y si es anual, trabajaremo S.

Término y razon de frecuencia "m

Como la razdn es fraccionada, trabajaremos con fra ; lamos el tanto de interés frac-
cionado i(M) = (1+i)™ —1 equivalente al tanto anu el tanto i(M) valoramos la renta en funcion

Pueden plantearse dos situaciones distintas.

C.n(1+i)n~1siqg=1+i

) (1 +|(m)) S(Cm; qm)Tli(m) =S(Cm ;Qm)mi(m) -(1 +i(m))

" razoén y tanto anuales

. Cm-9 Cy-9 Cy-92 ... C;»-.q2 Cp.q2 .... Cpy.q" 1

m-1-5 1m0
m m m

ente los términos de cada periodo (afo) en el vencimiento del primer o ultimo término

a de frecuencia subperiodal (mensual, trimestral, etc.) se transforma en una renta pe-

riodial (anual), que se suma como ya sabemos. Agrupando los términos del k-ésimo periodo (afio) en el

vencimiento del ultimo término de él, se tiene:
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Cm-g¢~1 Cp.gk~1 .. Cpy.g¢~1 Cpy.gk—1
_ 1 2 m-1 = k—1) m.i
k=1 — = . T k 0 Cg (Cma ).jm
Ck

Como Cy es el valor final de un renta constante con "m" términos de
cuantia Cm.qk‘1, inmediata, pospagable, temporal, al tanto i(M), es:

Ck =(Cm.qk‘1).smi =(Cm.qk‘1).'an—nr']i

Agrupando los términos del siguiente periodo (afio) en el vencimiento del ultim , se tiene:

Cm-a¢ Cm.gK ... Cpy.g¢ Cpy.aK

1 m-1 m -1 -
k = — k+1 |0 Ck+7F o
cr ] W &

Como Ck 41 es el valor final de un renta constante con "m" términos de
cuantia Cm.qk, inmediata, pospagable, temporal, al tanto i(M), es:

Ck +1 =(Cm.qk).smi =(Cm.qk).;n—n;i

Y para todo "k" sucede que:

Jm

Su valor actual es:

o 1-an.(1+i)n

1+i-q , Siq#1+i

C.n.(1+i)~1, sig=1+i

q)ﬂi'“ +i)n.

Su valor final es S(C,

Renta prepaga
A(

A(Cmn;a)_, .(1+i(M)) ; S(Cpp;q)

=S(Crm;q)_ -(1+i(m)

nl ﬂi'(
9.5 RENTAS CONTINUAS

a es una distribucién continua de capitales, en la practica consideraremos rentas
cionadas en que la frecuencia "m" es mayor que doce; es decir, pagos quincena-
5, etc. Lo que realmente consideramos continuo es la capitalizacion de los pagos
d de los mismos, pues en tal caso el valor de la renta seria infinito.

nli

Los valore inal de una renta continua los obtendremos calculando los respectivos limites cuando
"m" tiende a infinito de los valores actual y final de una renta fraccionada de iguales caracteristicas.
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Para una renta constante, pospagable y continua, es:

. fim. V™= lim., (Cm.jm—n;i.aﬂijzcm.m.i.aﬂi. lim. (.ijz

m - o m - o« m- o\ Jm

_ . . 1 1
_Cm.m.|..':1n—|i.nAlr_n>.oo (m.i(m)j Cm-m.i.agy;. I|m°0 [W}

sim_ w0l @ )V/m % %.Ln @ i)

= i i ; = L
_Cm'm'l'an—li'rAIT'w T, 1) M Th (147 2
m

e lim. V™= lim. (Cm.?‘—-‘.sm) Crn.m.i s lim. (.i
m

m— o« m- o Jm

Como vemos, basta sustituir j,, por Ln (1+i) en las expresiones fraccion J i.sw.
Si la renta es constante, prepagable y continua, sus correspondi valores ctual y final coinciden con los
respectivos valores actual y final de la pospagable de iguales Iifecto

. w(m) _ (m) A/my_ m.i

rr!le Y nr!lmoo (VO .(1+1) ) li NCEDE aqi
lim. (1+i)¥/m
m - oo
TSR v1(11) B (m) _mi
T, Vi m (Vo™ M Tn (1+7) Snli
En lo que se refiere a rentas variables, no consideram tinuas aquéllas cuya razon sea fracciona-
da; es decir, (Cpyy;dm;i) Y (Cm:Qm i)-
Las rentas (Cpy:d;i) ¥y (Cm:q;i) de razén anu aremos continuas, y con ellas se trabaja de igual
modo que con las constantes.
Por ejemplo:
d m.
. lim. A(Cpy:d - —) =
e (Cm: )—| )a—|' i j Ln (1+1i) ( )n—l
. F1-gn.(1+) ™" i
« lim. AC ALY = .| C;
e (Cm im 1+i-q Ln (1+1) ( q)ﬂi

Como vemos, en toda r a sea constante o variable (en progresion aritmética o geométrica),

basta sustituir el tanto no
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