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3.1 CAPITALIZACION COMPUESTA

Como sabemos, en un sistema de capitalizacion simple al tanto "i" (= L(C;t;p)=C.(1+i.(p —-t)), p >1), el
interés producido por el capital "C" en cada periodo unitario de tiempo no produce intereses (no se capitali-
za) en periodos posteriores.

El sistema de capitalizacion compuesta postula que los intereses producidos en cada periedo unita-
rio de tiempo se suman al capital inicial de dicho periodo, y la suma de ambos'es, el capital que
produce intereses en el siguiente periodo de tiempo. Por tanto,

siendo "i" el interés producido por una unidad monetaria en una unidad C.(1+ip-t

de tiempo, la proyeccion financiera o montante L(C;t;p) del capital c -

(C;t) en el punto de valoracion "p" (p > t) es: T_ ______ L~

L(Citp) 3 C.(1+i)p~! t L

[(Ch=(Ca+t+1) =(C.+)2t+2) =,,., =(C.(1 )p~tp)| Capitalizamos "C"

Denotando "n" a la amplitud "p —t" del intervalo (tp), pode- A N an

mos escribir LGRY=C.( +V

L(C;n)=C.(1+i)n C.(1+i)2

que es la cuantia del capital financiero equivalente o sustitu- C(1+) /

to del capital (C;t) en el instante de valoracion situado /n’ ’ G

unidades de tiempo a la derecha de "t". >N

Si C=1 es L(n)=(1+0)"; 0 sea: (1;,0) = ((1+i)";n). 0 1 2 e

A Compuesta L(C;n)=C.(1+i)"
P \ Como se ve en la figura, la capitalizacion

L(C:n)E CX@#im)  compuesta C.(1+i)" es superior (infe-
rior) a la simple C.(1+i.n) si la duracién
N\ o "n" es superior (inferior) a la unidad de
Simple tiempo. Por eso, en la vida real, cuando
n >1 suele usarse la compuesta, em-
pleando la simple si n<1. Cuando n=1,
son indiferentes.

3.2 MAGNITUDES DERIVADAS

Los componentes "C" y "t" del capital financiero (C;t) se llaman magnitudes primarias o fundamentales, y
cualquier otra magnitud obtenida'‘como resultado de operaciones con las fundamentales se llama magnitud
derivada (normalmente se obtendran mediante relaciones de proporcionalidad entre capitales).

Factor de capitalizacion

El factor de capitalizacion del intervaloy(t1;to) se denota u(tq;to), y permite conocer el capital Co disponible
en el instante ty si se conoce el capital Cq disponible en el instante t4.

iyto—t
u[t1;t2]:C_?:—C1'(1g;)2 ! =(1+i)t2_t1 >1

le, =cq.(1+it2 |

Co =u[ty;t2].C4
Por tanto,es Co =Sw(t4;t2):C1.

Ve

7
-

vencimiento'de;una unidad monetaria desde tq a t5.

C
Observa que u(t{ito)\es la cuantia obtenida al retrasar la disponibilidad o f——/
t1

to

Haciendo n =t5"=14, resulta u(n) = (1+i)" >1;ysin=1es u(1) =1+i. Capitalizamos C
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Factor de contracapitalizacion

El factor de contracapitalizacion del intervalo (t1;to) se de-

nota u*(tq;to), y permite conocer el capital C4 disponible en /C
el instante tq si se conoce el capital Co disponible en el Ci=u*[ty;t2].Co /////
instante to. Naturalmente, u*(t4;to) es el inverso de u(tq;to) T<— —————
0<u*(tg;tp) =G 1 —(1+)(t2-tn) t1 to
Co ultyt2) A Descontamos C»

lu(tytp) = (1+i)21 |

Por tanto, es Cq =u*(t4;t2).C4. Observa que u*(t4;to) es la cuantia obtenida &
o vencimiento de una unidad monetaria desde ty a tq.

Haciendo n=ty —tq, resulta O <u™*(n) =(1+i)™ <1 ..... ysin=1esu*(1)

Rédito de capitalizacion

El rédito de capitalizacion del intervalo (t4;t2) se denota i(t4;t2), y es el exceso e la unidad del factor de

capitalizacion:

i(ty;t2) =u(ty;t2) =1 :(1

[ utyta) = (14,

De otro modo: i(t{;to) es el aumento de capital por ¢ i monetaria que retrase su disponibilidad o
vencimiento desde tq a to:

. Cr-Cq4 _C
I(t1;’f2)=—2C1 1=C—?-

El rédito de contracapitalizacion del i
factor de contracapitalizacion:

0)=(1+i)~(t2-t) |

capital por cada unidad monetaria que adelante su disponi-

1-— &1
Cq.(1+i)f27H
[u™(tg;tp) =(1+)(t2-t) |

=1-(1+)™(271) =1 —u*(t4;tp)

del intervalo; por tanto, expresa el aumento de capital por cada unidad moneta-
ria y por c idad de tiempo al retrasar su disponibilidad o vencimiento desde tq a to:

i(ty;tp) _ (1+i)t274 -1 -
to — 4 * to -ty
li(ty;t) = (1+i)t2 =t 1]

p(ty;to) =

Haciendo n =ty ~tq, resulta p(n) = ((1+i)" =1)/n; y sin=1es p(1) =i
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Tanto ordinario de contracapitalizacion

El tanto ordinario de contracapitalizacion del intervalo (t4;t2) se denota p*(tq;t2), y es el cociente entre el
rédito de capitalizacién y la amplitud del intervalo; por tanto, expresa la disminucion de capital por cada uni-

dad monetaria y por cada unidad de tiempo al adelantar su disponibilidad o vencimiento desde t; a t4:
i*(tg;t2) _1-(1+i)~(t2—t)j

to —t4 * to —t4
i*(ttp) =1-(1+i)~(t2~t) |

P (ty;t2) =

1-(1+i)n

Haciendo n=ty —t4, resultaser p*(n)= ;ysin=1es p*(1)=i/(1+i)

3.3 MONTANTE, VALOR ACTUAILS TIEMPO Y TANTO

Consideremos que:

Cg = Valor actual

tg = Vencimiento del capitalg@@etual
Cy, = Valor final o montante

tn =Instante de valoracion

i = Tanto de interés

n= tn - tO

Los componentes "C" y "t" del capital financiero (C;t)/se llaman magnitudes primarias o fundamentales, y
cualquier otra magnitud obtenida como resultado de operaciones con'las fundamentales se llama magnitud
derivada (normalmente se obtendran mediante relaCienes de prepofcionalidad entre capitales).

Calculo del montante

Empleamos el factor de capitalizacion u(tg;t, ) =(1 +i)in=to:
Cn =Co.u(to; ta)=Co.(14li)la ~to =Cq.(1+)"

Calculo del valor actual

Empleamos el factor de contracapitalizagion u * (tg;tn)=/(1+i)~(th ~to):
Co =Lnu*(t0itn) =Cp.(1+i)"(th—to) =C,.(1 +i)™

Calculo del tiempo y el tanto

Ln C, -Ln Cq

Ln Ch, =(Ln Co)+(nLn (1+i)) O = Cn (1+1)

Cn =Co.(1#)2 0 c o\
N o— 4 OF |20 -4
B NP (g,

3:4. CALCULO DE LOS INTERESES GENERADOS

Como sabemos, una operacion financiera de
capitalizacién consiste “en \qué una persona
(el acreedor) cede a otra persona (el deudor) ;V.
7/
Co s '

un capital duranie un periode de tiempo, y al
final de dicho periode, el deudor se compro-
mete agdevolveryese capital mas un capital |*4I //
adicional en"éoncepto de precio o alquilerdel ( | | W -
capital\recibido. C

Del capital adicional que se devuelve se dice 0 n 0

que es el interésy'y su vencimiento puede ser POSPAGABLE PREPAGABLE
al final de la operacion (interés pospagable o

aplazable "I"), al inicio de la misma (interés prepagable o anticipado I*) o en un instante cualquiera "p".
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Interés pospagable

Siendo "i" el tanto de interés pospagable, es: 1=Cp ~Cg =Cq.(1+i)" ~Cqo =Cq((1 +)" ~1)

Interés prepagable

Siendo i* el tanto de interés prepagable, es C = Cq.(1-i*)", o sea (Cq.(1-i*)™;0) =(Cq;n); por tanto:
[*=Cq -C =Cq —(Cq.(1-i")") =Cq.(1 -i*)™"

Relacion de equivalencia entre el tanto pospagable y el prepagable

Podemos determinar la relacion entre "i" e i * mareando la perdiz de dos modos:

1+iQ)n
« Si el tanto pospagable es "i", los capitales (1;0) y ((1+i)";n) son equivalentes, (/ )
y siendo i* el tanto prepagable, los capitales ((1+i)";n)y ((1+i)".(1-iF)N30) 1 e 1
también son equivalentes; asi, si (1;0)=((1+i)";n)=((1+i)".(1-i*)"50), es| ~¢ B /«y. """""
(1+i)n.(1-i*)" =1, por lo que (1+i).(1-i*) =1. pd

« Si el tanto prepagable es i*, los capitales (1;n) y ((1-i*)";0) _sen,equivalentes, -
y si "i" es el tanto pospagable, los capitales ((1-i*)";0) y((1— 1)t i)"51)
también son equivalentes; asi, si (1;n)=((1-i*)";0) = ((1=)R1+1)");n), es ,
(1=)N.(1+i)1 =1, por lo que (1-i*).(1+i) =1. 0 n

Naturalmente:

1+i:1_1,*D=t 1_1_*—1:1‘_*_*
(+i).(1-i*) =10 ! : -

_prmh A i
IR A T T

3.5/CAPITALIZACION COMPUESTA CON
PERIODOS FRACCIONARIOS

Por su definicion, el régimen de capitalizacion‘compuesta es discontinuo, pues si la capitalizacion se inicia en
el instante "0", los intereses se van anadiendo al capital en los instantes 1, 2, 3, ....

Siendo "n" un numero natural y p/(0;1), si hos planteamos la capitalizaciéon compuesta del capital (Cq;t)
durante n+u unidades de tiempojpara determinaryla proyeccion financiera de (C;t) en el instante t+n+u
debemos elegir una de las siguiéntes dos opciones.

¢ Convenio lineal

Capitalizamos a interés compuesto durante "n" unidades de tiempo, y el montante Cq.(1+i)" lo capitali-
zamos a interés simple, durantelafraccion p [(0;1); asi el montante resultante Cq.(1+i)M.(1+i.p).

Por ejemplo, si la unidad deimedida’ de tiempo es el aio y capitalizamos durante 7 afios y 5 meses, el

montante resultante esTCga(1 + i)7.(1 +i.i).

12
¢ Convenio exponencial

Generaliza la ley de capitalizacion compuesta para toda duracion de ésta; asi el montante de capita-
lizar C durante n+p unidades de tiempo es Cq.(1+i)NtH.

Por gjemplo, sila unidad de medida de tiempo es el afio y capitalizamos durante 7 afios y 5 meses, el
montante resultante es Cg.(1+i)7 +(5/12),

Si p O(01) estsi /> (1+i)4; por tanto, el montante Cq.(1+i)".(1+i.p) obtenido con mediante el convenio
lineal es mayomgue el Cq.(1+i)"*tH obtenido mediante el convenio exponencial.

Salvo indicacion expresa en sentido contrario, siempre usaremos el convenio exponencial.
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3.6 TANTOS EQUIVALENTES EN
CAPITALIZACION COMPUESTA

El sistema de capitalizacion compuesta postula que los intereses producidos en cada periodo unita-
rio de tiempo se suman al capital inicial de dicho periodo, y la suma de ambos esuel capital que
produce intereses en el siguiente periodo de tiempo. Por tanto, si "i" es el interés producide per. una uni-
dad monetaria en una unidad de tiempo, el montante de "C" al cabo de "n" unidades dg tiempo es“C.(1+i)".
Asi, si la unidad de medida de tiempo es el afo e "i" es el interés producido por una unidad monetaria en un
ano, el montante del "C" al cabo de "n" afios es C.(1+i)" ...... y si la unidad de medida de, tiempo es el tri-
mestre e "i" es el interés producido por una unidad monetaria en un trimestre, el montante de *C" al cabo de
"n" trimestres es C.(1+i)N ..... y si la unidad de medida de tiempo es el mes e "iI' es el intérés producido por

una unidad monetaria en un mes, el montante de "C" al cabo de "n" meses es C.(1+Hi)".

A veces se pacta que los intereses se afnadan al capital (se capitalicen) con unafrecuencia distinta a
la unidad de medida del tiempo. Por ejemplo, la unidad de medida de tiempo es el afio, pero se pacta la
capitalizacion de intereses mensualmente, o diariamente, o trimestralmente:

Siendo "m" la frecuencia de capitalizacion (o sea, "m" es el nimero de veces que se capitalizan los intere-
ses en una unidad de tiempo), llamamos tanto real o efectifo dé interés,sy. denotamos (M), al interés
producido por una unidad monetaria durante 1/m unidades detiempo:

Por ejemplo, si la unidad de medida de tiempo es el afo, ylos intereses se capitalizan semestralmente
(= m=2), el tanto real o efectivo i(2) es el interés produgide por una anidad monetaria durante un semestre
.... y si los intereses se capitalizan bianualmente (- m#1/2), élfanto real o efectivo i(/2) es el interés pro-
ducido por una unidad monetaria durante dos anos.

Se dice que dos tipos de interés referidos a frecuencias deycapitalizacion distintas son equivalentes
si al final de la operacién producen el mismo montante. Asi;'si "i" es el interés producido por una unidad
monetaria en una unidad de tiempo y los intereses se capitalizan "m" veces en dicha unidad de tiempo, para

que "i" e i(M) sean equivalentes debe suceder que:

1+18(1+@)m

1+i
. Y A T
i .
0 1
(1+i(m))m-1 (1+i(m))m
Teimy,  @HiM)2 (1+ i(m))3 _— T
JEEEY & ST e au
| 1
0 1/ 2/m 3IMm mT-1 1

Por ejemplo, si Id unidad,de medida de tiempo es el afio e i=i(1) =0'1 es el interés producido por una uni-
dad monetaria efun afio (tanto real o efectivo anual), al capitalizar trimestralmente (= m=4), el tanto real o

efectivo trimestral 1#)hequivalente a i=0" se obtiene resolviendo la ecuacion 1+ 0" =(1+i(4))4, es decir:

i4)=(d +0'1)1/4 -120'024113689. Por tanto, con capitalizacion compuesta, capitalizar anualmente al 10%
equivale a\capitalizar trimestralmente al 2'4113689%.

Por ejemplo,sifla unidad de medida de tiempo es el afio e i(12) =0'01 es el interés producido por una uni-
dad monetaria,_engin mes (tanto real o efectivo mensual), el tanto real o efectivo anual "i" equivalente a
i(12) =0'01 se obtiene resolviendo la ecuacién 1+i=(1+0'01)12, es decir i = (1+0'01)12 -1 =0'12682503. Por
tanto, con el sistema de capitalizacion compuesta, capitalizar mensualmente al 1% equivale a capitalizar
anualmente al 12'682503.%.
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Naturalmente, i(M) e i(k) son equivalentes si al final de la operacion producen el mismo montante;
o sea, si: (1+i(M))M =(1 +ik) )k

Por ejemplo, si i(12) =0'01 es el interés producido por una unidad monetaria en un mes, el tanto efectivo i(3)
de capitalizacion cuatrimestral equivalente a i(12) =0'01 se obtiene resolviendo “lam.ecuacion
(1+0'0112 =(1+i(3))3 | es decir i=(1+0'01)12/3 -1 =0'04060401. Por tanto, con el si§tema de capitaliza-
cion compuesta, capitalizar mensualmente al 1% equivale a capitalizar cuatrimestralmente al"4'060401%.

[ Del producto m.i(M) se dice que es el tanto nominal, y se denota im- ]

Por ejemplo, si el tanto efectivo trimestral i(4) es 0'02, el correspondiente tanto neminal es g = 4.i(4) =0'08.
El tanto efectivo mensual i(12) que corresponde al tanto nominal jio =018 eslil2) =j45/12 = 0'015.

/ Como j, =m.ilM) y 1+i=(1+i(M))M |a relacion entre "i" y j;, se obtiene trivialmente:

N
N - m) _
1+i = (1+i(m)m :(1+%) 0 I_(1+m) 1

jm =m.((1+i)/m —1)

N jm = m.im) 0 i(m: % y

Por ejemplo, si se capitaliza trimestralmente al tantopnominal j4 =0'08, el tanto efectivo trimestral es
i(4) =j4/4 =0'02, y el tanto anual equivalente agi(4) = 0'02 'es la solucion la ecuacién 1+i=(1+0'02)4; o
sea: i=(1+0'02)4 -1=0'08243216.

Por ejemplo, si se capitaliza semestralmente altanto efeétivo i(2) = 0'05, el tanto nominal es jo = 2.i(2) =0,
y el tanto anual equivalente es la solucién de la‘€Guacion 1+1=(1+0'05)2; o sea: i = (1+0'05)2 —1=0"1025.

Por ejemplo, si se capitaliza anualmente tante“efectivo i = 0"11=i(1), el tanto efectivo de capitalizacion tri-
mestral equivalente i(4) es la solucidh de 1+011=(1+i(4))4; o0 sea: i=(1+0"11)14 -1=0'026433327, y el
tanto nominal j4 correspondiente eg j4 = 44(#) = 4.0'026433327 =0'105733309.

3.7 UNIFICACION DE CAPITALES

Siendo t <ty < ... < t, a veces'se plantea la'necesidad de sustituir un conjunto de capitales financieros
(C1;t1), (Co;to), ..., (Ck;tkd Mpor un unico €apital (C;z) que, segun la ley de capitalizacion compuesta, sea
financieramente equivalente a‘los capitales que sustituye. De inmediato surge el problema de elegir el ins-

tante "p" de valoracion déjtodos ‘esos,capitales, pero el problema desaparece al hacer caso al Banco de
Espafa, que establece que "p"idebe ser el instante ty. Siendo

pztk;tl»lztk —t1;t'2 :tk —tz;té =p _tk Y eeees ,t|'( =p —tk;Z' :tk —Z
al exigir que la proyeccionfinanciera de (C;z) en el instante ti coincida con la suma de las respectivas pro-
yecciones financieras de (C4;t1), (Co;t2), ... ,(Ck;tk) en dicho instante t, resulta:

k :
C.(1+)Z = ¥ Ca.(1+)ls ()

*s=1

CY Co C Cs Ck
t to z tg p =tk
|—t'S =tk —tg =
=ty —z ——>
to =t —to
=t —tq
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Vencimiento medio

K
Si se desea que C = z Cg, la ecuacion (1) se convierte en:
s=1

k k ,
( ZCS}U +i)Z' = ZCS.(1 +i)ts
s=1 s=1

Tomando neperianos:

Cs.(1 +i)t's]

csj
1
k

Asi, el vencimiento "z" del capital C = Z Cg que sustituye a los capitales (Cq;t4),

Ln [ %Cs]+z'.Ln (1+i) =Ln [ %1
sS=

s=1
En consecuencia:

M=

k :
Ln [ ZCS.(1+i)tsJ—Ln (
s=1

Ln (1+1)

S

z'=

2;t2), ... ,(Ckity) es

s=1 ’
z=tg —Z'=tg - J
Vencimiento comun
k
Sino se desea que C = Z Cg, los valores de "C" de otro.
s=1

Si se fija el valor de "C", tomando neperianos
k .
Ln [ > Cs.(1 +i)tsJ—Ln C
s=1

Ln (1+i)

(Ln C)+Z'.Ln (1+i) =Ln O

Cs.(1+i)s |-LnC

N—

Ln (1+1i)

K .
S Cs.(1+i)ts

Si se fija el vencimiento "z" ( de Z'=tx —z), de (l) se deduce que C = =1

(1+i)Z

3.8 SUSTITUCION DE CAPITALES

A veces se plantea la nec e sustituir un unico capital financiero (C;z) por un conjunto de capi-
tales financieros (Cq;t Ck;tk) que, segun la ley de capitalizacion compuesta, sea financiera-
que sustituye.

. so de dos capitales Cq C Co
do que tq <ty y que t1 z

C.(1+))Z =Cq.(1+)1 +Co.(1+i)2 D C.(+ 2= Cq.(* D+ Cy
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Por tanto, los valores de C4 y Co corresponden a la solucién del siguiente sistema de ecuaciones:

C.(1+))Z =Cq.(1+)t +Cy
C1+Cy =C

3.9 PRORROGA DE VE

A veces, dado un capital financiero (C;z), se plantea la necesidad de anticipar una 1 alinstante
t4, prorrogando la cuantia restante C, = C —C4 hasta un instante t, posterior a "z".

Cq C Co
t4

z , to
I: Prérroga —]
to -2 —=f
tr —t4

Empleando capitalizacion compuesta, al exigir que la proyeccion financiera n el instante to coinci-
da con la suma de las respectivas proyecciones financieras de )y (Cz;tzl en to, resulta:

Cr.(1+if27t +Cor.(1+i)t2~t2 EC.(1
0Cqi.@# N2~ Cs C.
OLn(Cr¢# D27t CoF ( to-
Ln 1+i)2—t
1

2) -LnC

&
X
&
S
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