‘ EXAMEN DICIEMBRE 1999 I

1) La ecuacién x2 —y.z+ x.y + x.z =0 define a "2" como funcién implicita de "x"

e "y" en un entorno del punto:

a) (0;051) ; b) (1;0;=1) ; ¢) (1;2;2)
2) Dadas f;,f5:D < R2 > R, son funcionalmente dependientes si V(x;y) € D:

a) Su jacobiano es distinto de cero ; b) Su jacobi €es cero
¢) Su hessiano es cero

3) Sea F:G € R?2 > Runa funcion diferenciable en u del punto xq €G,
con F(x(p)=0. Una condicién suficiente para que i6n F(x;y) =0 defina

implicitamente a "y" como funcién de "x" en urfiénterno de xp € G es que:

a) 0F(x()/dx #0 ; b) dF(x()/dy #0 ; ¢) dF(x()/dx =0

4) Si g(x;y) es homogénea de grado 1, enton%;y) =7.tg 8(x3y) es homogé-

X
nea de grado:
a)l; 2

5) Si £:D € R2 > R es homogénea 2y VE(1;1) =(3;5), entonces
a) f(l1)=4 =8; ¢ f(l)=06
6) Sila serie D a, es convergedte, a de la serie Y, Zan podemos decir:

ag tap

a) es convergente; s divergente ; c) no es convergente

7) La funcion de proc%; de Cobb-Douglas f(I;L)=A.K1/2.11/3 tiene
a)c

rendimientos de e onstantes ; b) crecientes ; c) decrecientes

1+a2
8) Sea {a,} un @ n'de nimeros reales. La serie ) n

n
a) es divefvergente ; b) es convergente ; ¢) es no sumable
9) Sea f:R2 >R una funcién diferenciable en (0;0) tal que D f(0;0)=2y
Dyf(0;0)=1, siendo u=(;1)y v=(1;-1). Asi, Df(0;0) tiene como matriz

asociada

a) (1/2;3/2) 5 b) (3/2;1/2) ; ¢) [3(/)2 192}
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10) Sea f(x;y;z) una funcién real diferenciable en (0;0;0), entonces:
a) lim. (f(x;y;z) = £(0;0;0) = x.£5 (0;0;0) — y.£ (0;0;0) — z.£,, (O;O;O)) =0
(x3y32)=>(0;050)

b) lim. (f(x;y;z)—f(O;O;O)—X.fX (x5y52) = y-fy(x5v52) —Z.fz(x;y;z))=0
(x3y;2)—(0;00)

c) lim. (f(x;y;z) = x.f5 (0;0;0) = y.£(0;0;0) = 2.1, (O;O;O)) =0
(x3y;2)—>(0;0;0)

11) El desarrollo de MaclLaurin de orden 2 de la funcion f(x;y) =x.e¥ es:

a)l+x+xy+Ty,
b) x + x.y + T,
o) x+2x.y+Ty,

12) Sea g:R2 > Runa funcién de clase 3 tal que g( Vg(0;,0)=(2;2), y
f:R = R de clase 3. El desarrollo de Macl.auri g deorden 1 es:

a) (f ® 9)(x;y) = £(0) + 2.£'(0).(x +
b) (f ® 0)(x;y) = £(0) + 2.(x.fy %5@ (0;0)) + T,

¢) ninguno de los anteriores

13) Sefiale cual de las siguientes igualdades%ta:
2) [(F(x) + g(x).d ). — [ g(x).dx
b) [ F(x).g(x). diamd (%).dx. [ g (x).dx

0) J:D(f(x) - g(®= f(x).dx = [ g(x).dx

14) Dada la funcién F(x; Of(t).dt, con "f'y "g" continuas en R, es:

2) aF/ay%.f(y) ; b) OF/dy = g(x).joy ag—;t).dt

of
y= .y e g0.£()

a

15) La funcién be i (1-x)"k.dx es convergente:

A Vk>0; b)Vk<1; ¢) Vk<1
2
16) Sea la integral paramétrica I(a) = Jg x.a2.dx, entonces:

a) I'(a)=3.a>
b)I'(a)=3.a> —a3
c)I'(a)=4.25 —2.a3
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17 Indique cudl de las siguientes identidades es cierta:
@) [ 7 (2 +y).dy.dx = jéjyyz (x2 +y).dx.dy
b) Jo | (x2 +y).dy.ds = jéj\yﬁ (x2 + y).dx.dy
&) [, (x2 +y).dy.dx = J.SJ;:/;(X2 +v).dx.dy

18) Sea "D" un dominio acotado de R2 y D* su dominio correspondiente en

coordenadas polares, entonces:

a) ”D y.dx.dy = J.J-D* p.cos O.sen 6.
b) [J, y-dx.dy=[[, p2.sen 6.dp.
c) -”D y.dx.dy = ”D* p.sen 0.dp!

Solucion

o(x2 — + +
1) La a) es falsa, pues (2 —yztxytx Z@F x se anula en (0;0;1).

La ¢) es falsa, pues el punto (1,2,2) no s e la ecuacion dada.
d(x2 —y.z+

La b) es correcta, pues =—y +x no se anula en el punto

(1;0;—1) y este punto satisface 1 n dad
2) La correcta es la b). Q

3) La correcta es la b). %

4) La correcta es la b): N
) ; 7.tg A %L(X’Y) 7.tg@ =N f(x;y)
como "g" es ea de grado 1, entonces g(A.x;A.y) = Al.g(x;y)

5) La correcta @v as que aplicar el teorema de Euler en el punto (1;1):
1 LD=2f1L1)=3+5=21;1) = f(1;1)=4

6) La serie Y, a,/ (a3 +a,) no satisface la condicién necesaria de convergencia:

. a
lim. =1#0
n—oo a% +an n—)oo +1 ?

como Zan (SN convergente, entonces an tiende a cero si n — o

y cuando a una serie le ocurre tal cosa, entonces no es convergente. (jOjol, si

Zan fuera una STP, entonces Zan / (a%1 +ay,) seria divergente, por ser STP).
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7) La correcta es la c), porque "f" es homogénea de grado >3 <1

8) La correcta es la a), pues Y, (1 +a2)/n es una serie de términos positivos,
ademis, por ser aZ 20, es 3 (1+22)/n>>1/n, y como 3.1/n es diver-

gente, entonces Y (1 +a%)/n también es divergente.

9) La correcta es la b): la matriz asociada a la aplicaciéon lineal Df(0;0) es
V£(0;0) = (a;b); y como:

{Duf(0;0)=2:>(1;1)0(a;b)=2:>a+b=2 =3/2
D f(0;0)=1=> (I;—1)® (a;b)=1=>a—b= =1/2
10) La correcta es la a), pues si "f" es diferenciable en (Q; entonces:
o f(x;y52) — £(0;0;,0) — x.£5 (0;0;0) — 0) —2£,(0:00) 0
(x3732) = (0:0;0) Jx=0)2 + (y — O +f — 0)2

y como el denominador tiende a cero, el nugaerad@s también.
11) La correcta es la b): Q
1 -0
f(x;y)=£(0;0) + —.% . [)y( _ 0} +
1 x—0
+5.[x—0 y—0 Q}-[y_()}n =

T
) i) =[]

=0+(1;0)-[

0 1
].|:l O:|0|:);:|+TL =y+x.y+TL,

iendo h=feg, es:

X< —
y—

0

h(x;y) =h(0;0) (0;0) ® |:); B O:| + 1T, i £(0)+2.£'(0).(x +y) + T,

h(0;0) = £(g(0;0)) = £(0)

Vh (0) ® Ve (0;0) = £'(0) ® (2;2) = (2.£'(0) ; 2.£'(0))

13) La correcta es la a):

[P0 + g)).ds = [x) + [ g(x).dx =] (). = [ g(x).d

14) La correcta es la a):

F(x;y)  9(&(x). JoE-de) B o[ £()-dt) B
o dy = g(X)-a—y =g(x)-f(y)
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15) Se sabe B(m;n) = Jg xm—1 (1 —x)n—1.dx sélo converge si m >0y n>0; asi,
jé (1-x)"k.dx = jé x0.(1—x)~k.dx =B(1;1 - k)

sera convergente si 1 —k>0 = k<1

16) La correcta es la a):

dl(a) J-az a(xa

da f
* Todo el mundo sabe que si I(a) = _[ )¢ (x;a). tonces:
dI(a) J-v(a) of (x;2) V(a) du(a)

@) R

*En nuestro caso es u(a) =0, v(a) = a2 = X.a2

a2
= JO 2.a.x.dx +a2.a22.a= a.[x]@zﬁ =3.25

17) La correcta es la ¢): el dominio de integra cs®l que limitan la recta y=x y
la parabola y = x2. %

I(a)=J§2X.a2.dX:> d +f(a 2. )M—f(o;a),%z

dx +f(v(a);a).

18) La correcta es la b), pues y =p.sen 9, =p.dp.dO

AN
5”
©
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TEORIA (1'25 PUNTOS)

Dadas dos funciones f:R2 > R y g:R > Rde clase 3, determina el desarrollo de
MacLaurin de orden 2 de la funciéon h=gef

Solucion

e El desarrollo de MacLaurin de orden 2 de la funcién h:R2 > Res:
Oh(0:0) | h(00)

h(x;y) =h(0;0) + x. . y. Jy
1 02h(0;0) 02h(0;0)
—.| x2. . 2.X.y. =t +y2
+2 (X 92 +2.x.y 9xdy + +T1, (D
® Ya so6lo nos queda hacer el calculote, y para ello, odidad, "ponemos

nombre" a la imagen segin "f'" del punto (0;0) € R2;

S

of (0;0
=095

£(0:0) AE0:0) . 2£(0:0)
ox ox 8T
JE(00) IEO00) . 2£(0,0)
Cdy T ok gk, oxdy
1o Of(0;0) 0£(050) L. 92£(0;0)
=g"(k). oy y +g (k).—ay2

y sustituyendo en (I) tenemos el desarrollo pedido.
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TEORIA (1'5 PUNTOS)

Demuestre que si f:R2 > Res homogénea de grado 1, entonces su hessiano es
cerosi xZ0ey#0.

Solucion

® El hessiano de una funcion f:R2 > R es el siguiente determinante:
02f(x;y)/0x2  92f(x;y)/dxdy
02f(x;y)/dydx  02f(x;y)/dy?2

por tanto, el hessiano sera nulo si:

azf(x;y) a2f(x;y)_82f(x;y) 82f(x; T
ox2  oy2 oxdy = dy )

Veamos que asi sucede; en efecto, si f:R2 > ogénea de grado 1, en
virtud del teorema de Euler, es:

X.af(x;y)_k af(x;y) % (an

ox ¥ dy
® Derivando respecto de "x" los dos miem%e (ID), resulta:
of (x;Y) 02f(x;y t(x;y) of (x;v)
L ox . 0x2 dydx  Ox =
02f(x;y) 02f(x; 02f(x;y) _ .y 02f(x;y)
=" Sy, @ e Ty g (D

® Derivando respecto de " s miembros de (II), resulta:

f(x;y) | 02f(x5y) _ 9f(xsy)
X. . ay +y. ayz - ay =
0 2£(x;y) 02f(x;y) x 02f(x;y)
. _ _o = THY) X 07HY)
= x @ Va2 0 Yoy s V)

siesy#0

e Multiplicado miembro a miembro (III) y (IV) se obtiene (I), que es valido si
x#z0ey#0
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TEORIA (1 PUNTO)

Defina las series geométricas y analice su caracter en funcion de la razon.

EJERCICIO (1'75 PUNTOS)

Pruebe que el sistema

v2ILny+2.x3eu—-2=0
X.y2 —eu,v2 =0

define implicitamente a "u" y "v" como funciones de "x" e "y" en un entorno del

punto P=(x;y;u;v) =(1;1;0;1). Calcule las derivadas du(P)/dx y dv(P)/dx

Solucion

e Sean "F" y "G" las funciones tales que:
F(x;y;u;v)=v2.Lny +2.x3 0

G(x;y;u;v) =x.y2 — e@

e Debemos comprobar que se cumplen las E’gen‘as del teorema de existencia

de campos vectoriales definidos implicita or un sistema de ecuaciones,

como en efecto sucede, pues el punto ;I satisface las dos ecuaciones del
sistema dado, las funciones "F" y "G" s tinuas y con funciones derivadas
primeras continuas en el punto (1;1; es:

‘Fu(l;l;oﬂ) ;1;001) _‘ 2 0

G, (1;1;031) 1 =2 ‘7&0

Fo(131;0;1) =2

F(XJY3u,V) % TxJ.el 2:>{FV(1”1,O,1)=O
G(X;Y;H;N —eu y2 :>{Gu(1;1;0;1)=—1

Gy (1;1;0;1)=-2

e Hs:
;1;051) K (1;1;051) 6 0
(50D G105 1 =2 _
F,(1;1;0;1)  F,(1;1;0;1)] 4 ‘ 2 o‘_
Gu(1;1;0;1) Gy (1;1;051) -1 =2
F(x;y;u;v)=v2.Lny + 2.x3.ev —2 = F, (1;1;0;1) =6
G(x;y;u;v) =x.y2 —et.v2 = G4 (1;1;0;1) =1
F,(1;1;0;1)  F(1;1;051) l 2 6
V() |Gu(:1;051) G110y -1 1
ox  |F,(1;1;0;1)  F,(1;1;0;D)| ‘ 2 o‘_
Gu(151;0;1) Gy (1;1;051) -1 =2
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EJERCICIO (1'5 PUNTOS)
Calcule -UD 2.x.y.dx.dy, siendo:

D={(x;y)eR2 /x2+y2<9, y+2.x22, y21, x>0}

Solucion

-UD 2.x.y.dx.dy =

:J}ZZ (JF\/@ 2,X.y.dx).dy+jyy:23 (JX:M

x=(2-y)/2 x=0

=[2 vl N P Y L

x=(2-y)/2

) _
‘Iyy_l y.(9- %)-dy +Iyy=;® v2).dy = oo
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