‘ EXAMEN DICIEMBRE 1999 |

01) Sea la aplicacion g:R2 > R2 definida como g(x;y) = (x+y;x—y), y sea

£:R2 > R3 un monomorfismo. Sobre la aplicacion f ® g puede decirse que:

a) es un monomorfismo ; b) no es un monomorfismo
¢) puede ser monomorfismo o no

02) Si "f"y "g" son monomotfismos de |1 en RM | entonces:

a)"f — g" siempre es monomorfismo

b) ker.(f — g) = (ker.f) M (ker. g)
c) ninguna de las anteriores ha de CQ
03) Sean "A" y "B" tales que B = C~1AC; podemosafiria® que:
a)"B" tiene los mismos vectores propi "A"

b)"A" y "B" son matrices congruzes si C" es ortogonal

c)"C" es siempre una mattiz orto

04) Sea P(A) = (A —1).(A+1) el polinomio ristico de una matriz Ao ; es:

S1:

05) La matriz A = |:1/2 .

a) tr(A)=0 ; b) ‘A‘ =-1 @' no es diagonalizable
a —1/2}
€s OAI

=0;c)a= \3/2
A" es la siguiente matriz particionada:

_[cce o
0 I

a)Vae

06) Si "C" es una mattiz cu&
<

a simétrica ; b) "A" es ortogonal
e cumple, en general, ni a) ni b)

I A

| @att=pt U A-1 A-1
P 1_[—((A—l — DAY A—l} ; b)B 1‘[—((A—i — DAY A—J

-1 _
07) Sea la matriz p ada B = I:A L0 i|, con "A" regular; es:

OB =t iy ]
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08) La aplicacion lineal f(x;y;z) = (a.x —a.y + z;a.X +a.y + 2)

a) es epimotfismo Va € R ; b) es epimorfismo Va #0

¢) no es epimorfismo para ningun valor de "a"

09) Sea f: R0 > R0 una aplicacion lineal. ¢cudl de las siguientes igualdades no tie-

ne que cumplirse forzosamente siempre?

2) £(0)=0; b) f(x + y) = f(x) + £), V x,y € Rn

c) f(e;) =e;, siendo e; el i - ésimo vector de la base candnica de R1

10) Si "A" es una matriz ortogonal, ¢cual de las siguientes aciones es siempre
ciertar:

a)|A|#0;b)[A]=0; o |A]=

11) La forma cuadratica Q(x1;x2;x3) = X12 + X% - X1. .X2.X3 €S
a) definida negativa ; b) indefinida ; c) ideéfinida negativa

12) Si "A" es una matriz definida positiva y "n" %&al, la matriz (—A)2:nt+1 es:

a) definida positiva ; b) indefinida ; #)'definida negativa

13) Si Q(X) es una forma cuadratica
BX =0

a) siempre es semidefinida n€gativa ; b) puede ser indefinida
c) puede s¢ ida negativa

14) Sea A3x3 una matriz simétrj wres valores propios distintos entre si, y "A"
una matriz diagonal tal q*’C" regular con D = C-1AC. ;Cudl de las si-
rt

guientes opciones podri onderse con la matriz "C"?:

0 0 31 4 -1 0 2
2)|0 2 B0 -1 1|;0]1 1 0
1 1 2 0 -1 1 1

15) Si S ={(x;y) ) } esla curva de nivel "C" de la funcién f:R2 > R,
el dominio deVg fehgion g(x;y) = f(x;y)—C

a) Coincide con el dominio de "f"

b) Esta formado por los puntos del dominio de definicién de "f" que perte-
necen a curvas de nivel correspondientes a constantes inferiores a "C".

¢) Ninguna de las anteriores

nida negativa, en el subespacio
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16) Sea f:D c R0 > Ry xg € D un punto en el que existen los limites reiterados

de "f" y coinciden con f(xq). Entonces:

a)"t" es continua en x¢ ; b) "f" tiene limite en x(
c) las anteriores son falsas

17) Sea £:R2 - R una aplicacion lineal; teniendo en cuenta que
of (a;b)
ox

¢Cual de las siguientes afirmaciones es ciertar:

= Dy;0)f(a;b)

2) No podemos garantizar la existencia de la df /dx nto (a;b)
b) Existe of /0x en el punto (a;b) y vale 1
c) Existe df /dx en el punto (a;b) y siempre v

18) Sea £: M2 > R tal que el limite direccional por ggeta

lim. f(x;y) =
x— 1

y=1+m(x—1) %’
yexiste lim.  f(x;y), entonces el li lim t(x;y)
x— 1

(sy)—> (LD %
=1+m.(x—1)2
a) existe y v Qno existe
c) no podemos garantizar S@exiStencia, pero si existe es 2
[ 4
Solucion G )

"n_n

01) La aplicacién lineal "g
ciada coincide con la di
monomorfismo, enton

omorfismo (pues el rango de su matriz aso-
sioffydel espacio "inicial"); y como "f" también es un
es un monomorfismo.

02) La a) es falsa: por ¢j f =g entonces "f — g" es la aplicacion lineal nula,
que no es monom

si f=g so

(no es inyectiva). La b) también es falsa: por ejemplo,
s lineales no nulas = "f —g" es la aplicacién lineal

nula = ker. 0 # (ker.f) N (ker.g) = (ker.f) = (ker.g)
03) La correcta es la b).

04) La correcta es la a): la traza de una matriz cuadrada coincide con la suma de los
autovalores de la matriz, y estos son A =1y A =—1.

05) Las columnas de una matriz ortogonal siempre forman una base ortonormal, y
solo sucede tal cosa en el caso ¢).

06) La correcta es la a): la matriz CCt siempre es simétrica.
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07) La correcta es la a).

08) El espacio "final" de "f" tiene dimensién 2, y la matriz asociada a "f" es:
a=lr 2]
Sia#0 es rg(A)=2=dim.(Espacio Final); asi, "f" es epimorfismo si a # 0.
09) La correcta es la ).
10) La a), pues si "A" es ortogonal, entonces ‘A‘ =16 ‘ A‘ = -
11) La correcta es la b): Q(1;0;0)=1>0, y Q(0;1;1)=-3<0

12) Si A; es autovalor de "A" entonces Aj >0 (pues "A'| cfthida positiva) =
—A; <0 es autovalor de "-A" = (—A;)20+]l = (—APa0Pr <0 es autovalor
de (—A)2ntl = (—A)2.0t1 es definida negativa.

13) La correcta es la ¢): si todos los alumnos de la d tienen coeficiente inte-
lectual no positivo (<0), puede suceder que los alumnos de segundo
curso tengan coeficiente intelectual negativ .

14) Si A3x3 es simétrica, autovectores asoc utovalores distintos son otto-
gonales, y sélo en el caso a) sucede qu s columnas de la matriz "C" son
ortogonales dos a dos.

15) La correcta es la c), pues:

Dom.g = {(x;y)/ f(x 0} = {tsy)/ £(x;y) 2 €}

16) La correcta es la c).

17) La correcta es la c), pue H R es una aplicacién lineal, su expresion

matematica es de la for = m.x + n.y, donde "m" y "n" son constantes

reales; asi: m
(@D _ o~ k0

ox
18) La correcta ¢ Qsi "f" tiene limite en el punto (1;1), el limite es el mis-

mo sea cual yectoria de aproximacion a (1;1) que se elija, y sabemos

que el limite segun una cierta trayectoria es 2.
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EJERCICIO (2 PUNTOS)

Sea la forma cuadratica

Q(x1;x2;x3) = X12 + X% + bZ.X% +2.b.x2.x3 ; beR,b#0

1) Clasifiquela en funcién del parametro "b" y encuentre su expresiéon canonica, ha-
llando una matriz ortogonal para el cambio de base correspondiente a la
expresion diagonal.

2) Determine su signo si se restringe al subespacio vectorial

S={§€%3/X1—a.X2=O,XT2—X3=O

3) Halle una aplicacion lineal cuyo nicleo sea "S" y digaG de aplicacion es.

Solucion
Consideramos que la base de referencia en el espa torial R3 es la candnica;

asi, entendemos que x1,x2,x3 son las coorde&@ un vector x € R3 respecto

de dicha base. Por tanto, la expresion matric 'Q" Q
—

respecto de la base canénica de R3 es:

— 1 0 O
Qx)=[x1 x2 x3]e|0 1 b @
0O b b

A

1) La forma cuadratica "Q" es se itel
"A" son no negativos (= O

ositiva, pues todos los autovalores de

A=0
[A—DLeI|=-23+(2 —(1+b2).x=0:>{x=1

% A=1+b2>0,Vb
e Subespacio de autove ciados al autovalor A =0:

*1 0 x1 =0
®| X) |= 0 :{X =—bx}:>
X3 0 2 X3

1 0 0
(A—0el =0 1 b
0 b b2

= LA =0)={(0;-b.6;0), VO € R} = {0 ¢ (0;—Db;1), VO € R}
El vector hi = (0;— b;1) es una base del subespacio, y el vector
- _ h b 1
ug = = (05— ;
SN NCEN Y

| b
es una base ortonormal del subespacio.
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® Subespacio de autovectores asociados al autovalor A=1

X1 0 0 0 X1 0
(A—lel)e| x> |=0=|0 O b |e|xy|=|0|=

b.x3 =0 N x9 =0
bX2+<b2—l)X3_O x3 =0 =
= L(A =1)={(6;0;0), V0 € R} = {0« (1;0;0), VO € R}

El vector hy = (1;0;0) es una base del subespacio, y una base ortonormal del

subespacio es la formada por el vector u2 = h

® Subespacio de autovectores asociados al autovalor A =

xp | -b2 0
(A—(+b2)eDe|xy |=0=| 0 —b2
X3 0

— {—bz.)q = O} X1 =

= LA =1+b2)={(0;8;b.0), V e-(o,1,b) Vo e R}
El vector h3 = (0;1;b) es una base del

subespacio es la formada por el Vecto

acio, y una base ortonormal del

u3

_Hh3H: . +b2 Jl+b2

e Si en el espacio R3 tomamos ba de referencia la base ortonormal que

odlﬁcan las coordenadas de x € NR3, de
2 +x 0 u3 entonces:

e paso es ortogonal

forman los vectores uf,

modo que si x = x| Ou

1 0 | x]
0 1/N1+b2 |e| x5 | (1D
0 b/N1+b2| |x3
T T
ut u2 u3
Sustituyendo (II) en (I) obtenemos la expresion canodnica de la forma cuadratica

"Q" (o sea, la expresion de "Q" respecto de la base ortonormal de M3 que for-
p % q

man los vectores ui ,52 y 53); resulta:
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*
X1

Q) =[x] x5 x3]e(CtereC)e|x}|=

*
X3
*
;100 0 1
=[x; x5 x3Je|0 1 0 |e|x}|=(x5)2+(1+Db2).(x3)2
0 0 1+b2] |*

0 0 0
CteAeC=|0 1 0

0 0 1+b2
e [a forma cuadratica "Q" es definida positiva si se restf 1 subespacio dado
"S", ya que:
X3 =

Q(x1;x2;x3) = X12 +X% + bZ.X% iQ

?(a.xz)z +x3 +b2.(x3/b)2 + 2!

S = {; eR3/xq—axy = O,X?Z—X3 = (X];Xz;X3)/;(31 :iéx/zb}

= (4 +a2),ng 2 #0,Va
3) Una aplicacion lineal cuyo nucleo s%" sla £:R3 > RO cuya expresion res-

pecto de las bases candnicas de es:
f(x15x0,X 3= a.xz;%—X3;O;O;O;O)
Su matriz asociada respe ¢ dighas bases es:
@ it
0 1/b -1
0O 0 0
Q P= 0 0 O
0O 0 0
0 0 0

La aplicacion "f' no es monomorfismo (no es inyectiva), pues el rango de "P" no

coincide con la dimensién del espacio "inicial" R3; tampoco es epimotfismo (no
es sobreyectiva), pues el rango de "P" no coincide con la dimension del espacio
"final" RO.
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EJERCICIO (1'5 PUNTOS)

2.y.x3
Sea la funcién f:R2 > R definida como f(x;y) =1 x2 + y2
0 si(x;y) = (0;0)

si(x;y) # (0;0)

1) ¢Es "f" continua en el punto (0;0)?
of(0;y) N of (x;0)

2) Compruebe que x. I y. Jy =2.x.y, Vx,yeR
Solucion
1) Como £(0;0) =0, la funcién "f" sera continua en el pu ) si su limite en

dicho punto es 0 (coincide con £(0;0)); y asi sucede, p

2
2.y.X.X2X+ . Q‘ X ‘

2.y.x3
RSN
X2+y2

2.y.(0+ 7\)3 B 2. y.03
o (O+7u)2+y2 02 +y2 _
A— 0 A

¢ Si (x;0) # (0;0), es:

: 2.00+0).x3  20.x3
of(x;0) x;04+0) - f(x;0) i x2+(0+0)2 x2+02

aY 0— 0 0 0— 0 0
2.0.x3
. 2402 . 2.x3 2.x3
= lim. =Y~ = |im. = =2
09— 0 0 90— 0 x2+02 x2+02 :

e En consecuencia, si (x;0) # (0;0), y (0;y) # (0;0), es:
Xty Osy) +y £y (x;0)=x.0+y.2x)=2.xy
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e En el punto (0;0), es:

2.0.0+A)3
. .0) — . 2 2
0£(0;0) - lim, £(0+X;0)—£(0;0) - lim. 0+A)2 +y w220
dx A—>0 A A—>0 A A— 0 A
2.0+6).03
. . _ . 2 2
0f(0;0) - lim, £(0;0+0)—1£(0;0) - lim, 02 +(0+0) —im. 920
dy 0— 0 0 0— 0 0 0—0 6
Por tanto, si x =0 e y =0, también se satisface la condicion
Xty Osy) +y £y (x;0)=2.x.y
TEORIA (1'5 PUNTOS)
Sea la forma cuadratica Q(X) = XtAX; se define = (BX)tA(BX), siendo
"B" una matriz ortogonal. Demostrar que "Q" y " Q pligti€nen el mismo signo.
Solucion N
e Es: Qp(X) = (BX)tA(BX) = Xt ?Xt(B—lAB)X

semejantes, tienen el mismo polin cteristico:
H-AI=B" B=IAB-AB-IB=
=8B! =AB)=B~1(A -ADB

Tomando determinantes

HM—I@\I)B—BVAM.B—AM

pues |B-1[[B|=1

e Si"A"y "H" ti Qno polinomio caracteristico = tienen los mismos au-
tovalores = t ismo signo.
TEORIA (2 PUNTOS)

1) Demostrar que los valores propios de una matriz cuadrada son las raices de su
polinomio caracteristico.

"B" ortogo t =B-1
e Como las matrices "A" (asociada a §") H=B-1AB (asociada a "Qpg") son
A

2) Si f:E = F es una aplicacion lineal, demostrar que:

"f" es monomorfismo <& ker.f = {6}
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