EXAMEN SEPTIEMBRE 1999

01) Sea P(A)=(A? + m).(A%2 + n) el polinomio caracterfstico de una matriz simé-

trica de orden 4. Sefiale cual de las siguiente opciones no puede darse:
aym=—-lyn=-1;bym=0yn=-1;c)m=1yn=0
02) Sea "A" una matriz cuadrada de orden 3 cuyos valores propios son A =1y

Ay =—2 (doble) y tal que L(Ay)=<(1;1;0)>y L(A,) =

a) "A" es diagonalizable ; b) "A" no es alizable

c¢) No puede saberse si "A" es dia@
03) Sea "A" una matriz cuadrada de orden "n" d able. Sefiale cual de las

14060
siguientes afirmaciones no se cumple siempre (s@s una matriz diagonal):

a) Existe una matriz regular P tal HAP =D
b) Existe una matriz ortogonal P PtAP=D
tiene dimensién "n"

¢) El espacio de vectores prom
04) Sea Q(x)=x'Ax una forma cuadr efinida positiva; entonces, si se la

at
Q =y}, podemos decir que:

a) Q es definida positiftaggh) Q es semidefinida positiva
©) Q puede ser defmos a o semidefinida positiva
05) Sea Q(x)=x'Ax una 2 ratica tal que "A" tiene como polinomio
caracteristico asociado —2a).(A+b), con a > 0. Entonces:
a) Q es definida"p@sigiva si b=0
b) Q puede séf defanida positiva o definida negativa

restringe al subespacio vectorial {(

o) Q es indefintdafpara todo "a" y "b"
1 01
06) Sea Q(x)=x @ rma cuadratica,con A=|0 1 1|, entonces:
1 10
/() es indefinida ; b) Q es definida positiva

) Q es semidefinida positiva
07) Sean "A" y "B" matrices semejantes, entonces:

a) Si B es simétrica A también lo es
b) Si A es ortogonal B también lo es ; ¢) rg(A)=rg(B)
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08) Al despejar X en la ecuacion (AtAX)~1 = (AtB)~1, se obtiene:
) X=B71A ; b)X=A"1B ; ¢)X=A"1B"1]
09) Si "A" es una matriz ortogonal, entonces:
) ATl=A 5 B)|A~l|=1; o[A-l=106[aA-1==1

10) Sea la matriz particionada en bloques A = [Ig _IB:| , donde "B" es una matriz

cuadrada de orden "n" cualquiera e e My, (R) la matriz identidad. Entonces:

a) tr(A)=2.tr(B) ; bytr(A)=n ; o)t
11) Sea f:E > F una aplicacion lineal, entonces:

a) £(0)=0 ; b)£(0)=0 sélo si "f" es
) £(0)=0solo si "f" es episf

norfismo

on¢

-1 - -1
a){AﬁAA _12-1} ; b)[AA®-1 ;C){AI _12—1}

13) Las curvas de nivel de la funcion f

a) circunferencias concéntti centro el origen de coordenadas

b) rectas que pasan por elLemigen

c) las anteriores son fals s@
14)Sea :DC R R u

real cualquiera, indica cual de las siguientes
funciones tiene siempre dominio que "f":

a) g(xl;...;xn):%tl;...;xn) 5 b) g(xq;.5x ) = ef(X155%0)

Q{Xl;...;xn)=44/f(xl;...;xn)
15) Sea f(x;y) u n continua en el punto (a;b), entonces:
2) Qxisiop

odos los limites direccionales y valen f(a;b)
b) existen los limites reiterados y valen f(a;b)
c) existen los limites reiterados pero no coinciden

16)Sea f(x;y) una funcién continua en un punto (a;b). Sea "g" una funcion tal que

f(x;y) € Dom.g, V(x;y) € Dom.f ; podemos afirmar que:
a) f ® ges continua en (a;b) ; b) (a;b)e Dom.g e f

¢) las anteriores son falsas
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17)Sea £:Dc R2 > R, entonces  lim.  f(x;y) =L si:
(x;y) > (asb)
a) Ve >0,38 >0 tal que si (x;y) €D entonces | f(x;y) — L|<€
b) 3 >0,V8>0 tal que si (x;y) €D, (x;y) #(a;b) y [x —a|<8 e |y —b[ <
entonces ‘f(x;y)—L‘<8
c) Ve >0,38 >0 tal que si (x;y) €D, (x;y) # (a;b) y[x —a|<8 e |y —b|<d
entonces ‘f(x;y)—L‘<8

02f(a;b)  9d2f(a;b)

18) Sea £:D c R2 > R, Schwarz garantiza que o solo si:
Xoy
a) La funcién "f' es continua en (a3

b) Las derivadas parciales df /dx y df/dy sot @ inuas en (a;b)

¢) Las anteriores son fa
Solucion O

01) Todo el mundo sabe que los autovalore a matriz simétrica jamas son
nameros imaginarios (siempre son reale {,’e'caso c) no puede suceder, pues

si m=1y n=0 hay autovalores imagin

1=0= A=t+/-1¢R

P(L) = (A2 +1).(2 +0) +0=0=A=0

02) La correcta es la b), pues el su cio B(A, =—2) no tiene dimension 2.

03) La cotrecta es la b). Cuandofla la del espacio de vectores propios de "A"
se refiere al espacio vecto se obtiene como suma de los subespacios de
autovectores asociados tintos autovalores de "A" (si "A" es de orden

"n" y diagonalizable, espacio siempre tiene dimensiéon "n; y tiene
" no es diagonalizable).

dimension inferior a "
04) La correcta es la C)Q
05) La correcta e@l 0 hay autovalores de signo distinto:
(A2 —a).(A+b)=>A=+va,—/a, - b
06) La correcta es la a): "A" tiene autovalores de signo distinto:

[A—AeI|=0=A=12,—1

También asi:
H;=1>0 ; sz‘g) ?‘=1>0 . Hy =|A|<0
07) La correcta es la ¢), pues si "A" y "B" son semejantes es que representan a un
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mismo endomorfismo "f" respecto de bases distintas, y si "A" y "B" tuvieran
distinto rango entonces serfa un cachondeo, pues el rango de la matriz asociada
a un endomorfismo determina las dimensiones del nicleo y de la imagen de "f",
y no serfa serio que dichas dimensiones dependieran de la base a la que esta
referida el endomorfismo.

08) La correcta es la b):

(Marfa)~! = (Juana)~! < Marfa = Juana

(AtAX)~1 = (AtB)~1 :+> AtAX = AtB :+> AX=B= X=A"1B

Suponiendo que At es regular, y por tanto: AtC

09) Si "A" es ortogonal = su determinante es 1 6 —1
(que es el inverso del determinante de "A") tambié

10) tr(A) = tr(B) + tr(-B) = tr(B) — tr(B) = 0. Q

11) La correcta es la a).

) 4
12) La correcta es la a): al exigir que I:l? EF( = l:(I) (I):l , resulta:

g

AX AY |_|1
X-AZ Y-AT| |0

13) La correcta es la c): Q
f(x;y)=*y)2 =k=>x+y=%Jk

Que es un par de rect%s a la bisectriz del segundo cuadrante (sélo pasa
por el origen de coord st k=0).
14) La correcta es la b).
15) La correcta esgda™ Q
16) La correcta e @

"f" continita en (a;b) = (a;b) € Dom.f ? f(a;b)e Dom.g =

O$:>
1

= N =<4
I T

75
3

El enunciado garantiza que f(x;y) € Dom.g, V(x;y) € Dom.f

= (a;b)eDom.g e f
17) La correcta es la c).

18) La correcta es la c).
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EJERCICIO (1'5 PUNTOS)

Clasifique la siguiente forma cuadratica:

Q(X)ZZ.Xl2 +32.x% +2.X% +2.a.x1.xp +2.a.x5.x3 ; aZ#0

¢Es su matriz asociada diagonalizable? En caso afirmativo dé su expresion diagonal
y encuentre una matriz de paso.

Solucion
2 a 0
e La matriz asociadaa "Q"es A=|a a2 a|;siendo:
0 a 2
Hy=ay =2>0; Hy=|*11 12|22 0,Va#0
a1 az2| |2

H3 = ‘ A ‘ = 0, Va
Por tanto, "Q" es semidefinida positiva para todano nulo de "a".

e Como "A" es simétrica, es diagonalizable; o &osible encontrar una matriz

puede encontrarse una matriz ortogonal lque H-leAeH=HteAeH
es una matriz diagonal; pero como no ice expresamente que la matriz de
"paso" sea ortogonal, nos "conform s'“con obtener "P").

e Autovalores de "A":

"P" tal que P~1 ® A @ P es una matriz diaE; mo "A" es simétrica, también

2 0
‘A—KOI‘ZO a2 =\ a
a 2—A
=2- )—2.22.2-0)=0=

= (2- ).(a2 —7\,)—2.a2)=O:

= (2— —(2+a2))=O:>7\.=O,2,2+a2

e Subespacio de autoygctoréy asociados al autovalor A=0:

2 2 0 *1 0 2.X1 =—a.X
(A=0e =la a2 ale|x,[=]0 :>{2' = 2}=>
O a 2 X3 O .X3——a.X2
x| =—-a.xp/2
:{X3=—3.X2/2}:

= L(k=0)={(2.0;0;-2.0), Vo R} = {g- (-a5232), VO e R}

=0=

El vector hi =(—a;2;—a) es una base del subespacio L(A =0).
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e Subespacio de autovectores asociados al autovalor A=2:

_ 0 a O] | X1 0
(A-2eeX=0=|a a2-2 a|e|x,|=[0|=
0 a 0] |x;] O

- a.xp =0 DR a1 QN
a.xq + (a2 —2).x, =—a.x3 xy =0

= LA =2)={(-0;0;0), VO e R} ={0 ¢ (-1;0;1), VO € R}
El vector h2 =(—1;0;1) es una base del subespacio L(A =2).

e Subespacio de autovectores asociados al autovalor A =2

_ —a2 2 0 0
(A—(2+a2)OI)OX=O:> a -2 ” Z[O}:
O a X3

- {a.xl —2.x22=—a.X3} N &)g } N
a.x2 —=a X3 X3
:>L(7L=2+32)={(6;a.9;9),VG%’GO(l;a;l), V6o e R}

El vector h3 =(1;a;1) es una base del sm o L(A=2+2a2).

e [.a matriz buscada "P" es:
—1 W1
;a#0

h3
0 0
y se cumple que P~1 e A o 2 0 .
0 0 2+4a2
e Como todos subesp@ac e autovectores tienen dimension 1, la determinacion

de la matriz " us columnas son los vectores ki, k2 y k3, siendo:

1/|[h1]| 5 k2 =ha2/|h2|| 5 k3 =h3/|hs]|
EJERCICIO (2 PUNTOS)

Sea f(x;y)= yz.cosx—_1+ x2.cosLsix#0 e y#0,y tal que £(1;,0)=1.
y X

Demuestra que "f" es continua en (1;0). Calcula 9f(1;0)/dy y Dy,yf(1;0).
Solucion
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e Como f(1;0)=1, la funcién "f" es continua en el punto (1;0) si su limite en dicho
punto es 1, y asf sucede:

x—1

lim. f(x;y)= lim. 2.cos +x2.cos> =1

(x3y)—>(10) (x5y)—=>(10) y x4

o Si (x;y) = (1,0) = y2.cos((x —1)/y) = 0, pues el factor y2 tiende a
0y el factor cos((x —1)/y), aunque carece de limite, estd acotado.

* Si (x;7) > (1;0) = x2.cos (y/x) > 12.cos (0/1)=1.cos 0 =1

F(1,0 +A) — £(150) _
A

(7\,2.cosl —lyp2 cos&)—l
A 1 = lim
A :

. f (1;,0)/dy = Jim.
%

= lim.
A— 0

. (A2.cosO+cosA)—1
= lim. = lim.
A—0 A A—0

hd D(l,l)f(LO) = lin

_ gy, SO0+ ew D f1+8:8)-£(10)

0— 0 60— 0 0
(62 +(1+6)2.cos )—1
= i 1+6 —
= m. =
60— 0 0
(02.c 9)2.cosl ee)—1
= Jim, 5 + = (0/0) = (L'Hospital) =

‘(E } 0 _ 0 \_

N ; cosl+2.(l+9).cosl+e senl+e) O=2
60— 0 1

TEORIA (1 PUNTO)

Sea "A" una matriz diagonalizable de orden "n". Demuestre que existe una base de

R0 formada por vectores propios de "A".
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TEORIA (1'5 PUNTOS)

Sea "A" una matriz diagonalizable de orden "n" con autovalores Ay, k=12,....n

1) Demuestra que:

w(A)= Sy ;
k=1

A‘=7»1.7\,2 ..... 7L

n._n

2) Si "A" es simétrica, "n" es par,

A‘ >0ytr(A) <0, discute qué signo puede

tener la forma cuadratica asociada a la matriz A.

Solucion
1) Si "A" es diagonalizable entonces es semejante a una 1z"diagonal "D" cuya

diagonal principal esta formada por los autovaloresg . Como dos matrices

semejantes tienen la mima traza y el mismo determin s:

tr(A) =tr(D) = i?\‘k ;

Al=|D[S ;... Ay

k=1 L 4
2) Si el determinante de "A" no es nulo, e A" no tiene ningun autovalor
nulo (pues como dicho determinante es ucto de los autovalores de "A",
serfa nulo si algiin autovalor fuera el 0)gasi no puede ser semidefinida.

indica que el nimero de autov vos es par (pues si fuera impar, como

Como la suma de los autovalores d oincide con la traza de "A", el que sea
tr(A) <0 nos indica que "A" den%res negativos, y el que sea A‘ >0 nos
.
el determinante de "A" es e ucto de los autovalores de "A", dicho
determinante serfa negaﬁ% los "n" (n= par) autovalores son negativos,

iada a "A" sera definida negativa; y como no

entonces la forma cuad%
hay autovalores nulos, sesa finida en caso de que no todos los autovalores

sean negativos. m
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TEORIA (1 PUNTO)

Investiga si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones. Justifica las res-
puestas:

1) Si A y B son matrices ortogonales del mismo orden, entonces AB no siempre es
ortogonal.

2) Si A es una matriz cuadrada de orden "n", entonces A + At y AYA son matrices

simétricas.

Solucion

1) Es falso, pues si A y B son matrices ortogonales, su to siempre es una
matriz ortogonal. En efecto, st H= AB, entonces:

Ht =(AB)t =BtAt iB_lA_l =(AB)~1 = K—QH es ortogonal

Si A y B son ortogonales = At =Wgldy Bt =B~

2) Es cierto que si A es cuadrada entonces P =%’es simétrica.

En efecto:
Pt=(A+ A=At + (At = At =A + At =P = P es simétrica

También es cierto que si A es cuadr@nces S=AtA siempre es simétrica.

En efecto:
St=(AtA)t = Ati tA =S = S es simétrica.
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