‘ EXAMEN JUNIO 1999 I

1) Si {fa,} es una sucesion que tiene limite —5, la serie ., (5+a,)

a) Es convergente ; b) Es divergente ; c) Puede ser convergente

2) La serie Z(a +1/2)n es convergente:

a) Paratodoa € R ; b) para todo a € (—1;1)
c) para todo a € (=3/2;1/2)

3) Sean Y a, y X b, dos series de términos positivos entes, acerca de la
serie Y (ap +by)" puede afirmarse:

a) Es convergente ; b) Es digergeite
c) Puede ser convergente o digergente

4) El desarrollo de Taylor de orden 2 en el puato (Ofl) de f(x;y)=y.eX es:

a)2.x—y+2
b)y+x2/2+xy+ ;10 2.x.y + T

5) Si f(x;y) es de clase 3 y homogé@rado 0, su desarrollo de Taylor de
grado 1 en el punto (a;b) es:

a) f(x;y)=1f(a; ;b)+y.fy(a;b)+TL

a) ¢ 61 (3;1) ; b) el vector (0;0) ; c) el vector (1;1)
8) Dada z=Ln(u?.v) conu=x.y.t y v=sen2x.y, se verifica que:

dz_2 _2
a>ax_x+tgx.y’ ox X+tg2 X.y
C)izg-f- ZY
ox X tg2 X.y
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9) Sea f:D € R > R; sedialar la afirmacion correcta:

a) Si"f" es derivable entonces es diferenciable
b) Si existe el gradiente de "f" entonces es diferenciable
c) Si"f"es diferenciable entonces es continua

10) Sea f:R2 > R una funcién diferenciable en el punto (a;b), entonces:

a) lim. (f(x;y)—f(a;b)—fX(a;b).(X—a)—fy(a;b).(y—b))zo
(x;5)—>(2;b)

b)  lim. (f(x;y)—fx(a;b).(x —a)—fy(a;b).(y—b))=0
(x;y)—>(asb)

c) No se cumple ninguna de las anteriores

11) La ecuacién a.x2.y + b.y.z2 —b.z=0 define a "2" uncion implicita de

n_n n_mn

x" e "y" en un entorno del punto (0;1;1) si:
a) a#0 ; b) "a" puede ser cualquier valor r€al, pgro b=0 ; ¢) b#0
12) Sean Fy,F:G € R3 > R de clase Cl en un entogno de x0 = (x{;x9;xY) tales

que F(x9)=0 F,(x%)=0, entonces definen a xq yxp como

funciones de x3 si en el punto x0 se c

d(F;;F d d(F};F
a)‘wio;b)‘ ( iO;c)‘Mio
d(x15x2) 15 d(x2;%3)
13) Sea F(x;y) homogénea de gra 1 F(x;y)=0 define implicitamente a la
variable "y" como funcién dii%b de "x", tendremos en todo punto:

dy: dy__l

dy
%& & F 9%
14) Dadas f,g:G c R3 miferenciables en G, seran funcionalmente indepen-

dientes cuando:

iano sea igual a cero
iz jacobiana tenga rango 2
ano sea igual a cero

15) Sea f:[a;b]—> R continua; si se define G(x) = ij(t).dt, entonces:
) G'(x)=f(x) ; b)G'x)=1f(b)—{(x) ; ¢) G'(x)=—f(x)
16) Si f:[a;b]F> R es continua, se puede afirmar que:

a) "f" tiene una primitiva en el intervalo [a;b]
b) "f" es derivable en [a;b] ; ¢) "f" no es integrable
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17) Sea I(a) = Jg f(x;a).dx, para todo a >0, siendo "f" una funcién de clase 1; asf:

dI(a) J-aaf(za) dx ; b) dI(a) — F(asa)— J-aaf(x a)

a

)~

18) Una de las siguientes 1gualdades es clerta:
L1 rdyz . Loy . 1.1,
9B =rdy? s medih=21d) 5 9pdi=vr
Solucion

dI(a) 252)— J-O af(x a)

1) La correcta es la c); por ejemplo, {ap}={-5 + — mite =5, y la serie
Y G+a,)=S 6+ (- 5+ﬂ§
es convergente S
2) La correcta es la c), pues la serie dada es ométrica" de "razon" a+1/2,

y estas series convergen solo si el valor @to de la razén es inferior a 1:
1

\razon\<1:>\a+1/2\<1:> /2<1=-3/2<a<1/2

3) La correcta es la a), pues Z(a + una serie de términos positivos, y al

aplicarle el criterio de la raiz,

lim. §(a, +by)? = =0<1= ) (a, +by,) es convergente

n—>o0 f
lim. a, =0
Como » a J, son convergentes = n—e0
2 & lim. b, =0
n—yoo

4) La correcta es la

)= FO) + - Vf(Ol)[ O}F

—0 y—1]e Hf(0;l)e [ ?:|+TL=

?

£(0;1)=1; VE(O;1) = (1;1) ; HE(0;1) = [1 (1)}

:1+(1;1)-[ ﬂJF%[X y_l].B (1)} [y 1:|+TL—

=l+x+(y—- l)+ (X2+2X(y N+Ty = y+x2/2+xy+TL
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5) La correcta es la a):
f(x;y) =f(a;b) + £ (a;b).(x —a) + £ (a;b).(y = b) + Ty, =
=f(a;b) + x.f (a;b) +y.f; (a;b) —{a.fy (a;b) + b.o (a;b) j+ T, =
i f(a;b) + x.fy (a;b) + y.fy (a;b) + T,

Como "f" es homogénea de grado 0, segun el teorema de Euler:

a.fy (a;b) + b.fy(a;b) = 0.£(a;b) =0

6) La correcta es la c), pues el dominio de integracion es el triangulo que en el
primer cuadrante limitan los ejes de coordenadas y la recta, x +y =2

7) La correcta es la a): la direcciéon de maximo crecimigfito (x;y)=Ln(y.x3)
en el punto (1;1) es la del vector VE(1;1) =(3;1)
8) La correcta es la a): 0

g)Z( T gz gi 3\27 v ( - t)"'(—) (2. (X.y).cos(x.y))$

ox
L 4
Regla de la cadena =X.y.t ; v=sen2x.y
1

(2 )ooe{ s

9) La correcta es la c)

10) La correcta es la a)

=a.x2.y+b.y.z2 —b.z, como FO;1;1)=0 y

"F" es continua y co nes derivadas primeras continuas en el punto
n_n

(0;1;1), la ecuacion =0 define implicitamente a "z" como funcién de
x"e"y" enunen punto (0;1;1), pues dF(0;1;1)/dz # 0:

1;1)/82 =(2.b.y.z— b)(0;1;1> =b#0

11) La correcta es la ¢):

12) Supuesto qu =0y F,(xY)=0, la correcta es la a), pues "perdemos el
control" de x1 y x5.

13) La correcta es la a):

dy _ K _y
dX% Fy X

Como "F" es homogénea de grado 0, segun el teorema de Euler:
x.F + y.Fy =0F=0= FX/Fy =—y/x
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14) La correcta es la b)

X

15) Todo el mundo requetesabe que si H(x) = f(t).dt y "f' es continua

constante
en el intervalo de integracion, entonces H'(x) = f(x); ast:

G(x) = (o). de =~ (o). de =

constante

£(6).dt = G'(x) = —f(x)

16) La correcta es la a)

17) La correcta es la c):

dl(a) _ (2 of (x;a)

I(a) = [ f(x;2).dx = By 5

.dx +f(a,a) a).—— =

Todo el mundo sabe que si I(a) = JZ((:)) f(

dI(a) _ (v(a) Of(x;2) Ly dv(a) N -
= ju W s dxt f(v(a),a).t .
= : = . dx
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EJERCICIO (1'S PUNTOS)

x3.et +y2.(Lnv)2 —1=0
x.y +2.u.(Lnv)2 =0
funciones de "x" e "y" en un entorno del punto P = (x;y;u;v) =(0;1;0;e). Calcule

du(0;1)/0x y du(0;1)/dy

n.n n_n

}deﬁne implicitamente a "u" y "v" como

Pruebe que {

Solucion
Sean "F" y "G" las funciones definidas como:

F(x;y;u;v) = x3.eu + y2.(LnV)2 -1
G(x;y;u;v) = x.y + 2.u.(Lav)>2

Debemos comprobar que se cumplen las exigencias delfgeorenha de existencia de
campos vectoriales definidos implicitamente por un siSema¥le ecuaciones, como
en efecto sucede, pues el punto (0;1;0;e) satisface la % ecuaciones del sistema

dado, las funciones "F" y "G" son continuas y cgfi fugciones derivadas primeras
continuas en el punto P =(0;1;0;e), y es:

Fa(P) F,(P)|_
‘Gu<P> G (P)|2 Tio

Fy(P)=0

o — <3 2 y
F(x;y;u3v) = x ﬁquy% l:>{FV(P)=2/e
Gy(P)=2
[N 2 u
G(x;y;u;v) =x.y + 2. (Env)2 = {Gv (P)=0

e Es:
F, (P) 0 2/e
du(0;1) ) Gy®)_ |1 0 1
ox F,(P)|a [0 2/e| 2
Gy (P) T 2 0
x3.eu +y2.(Lnv)2 =1 = F,(P)=0
;v)=x.y+2.u(Lnv)2 = Gy (P)=1
e Es:
Fy (@) F(P) 2 2/e
du(0;) _ |Gy(P) Gv(P) o 0
dy  |F,(P) E,(P)|a |0 2/e|
Gu(P) Gy (P T 2 0
F(x;y;u;v)=x3.ev +y2.(Lav)2 -1 = F}’(P> =2
G(x;y;u;v) =x.y+ 2.u.(Lnv)2 = Gy(P) =0
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EJERCICIO (0'7S PUNTOS)
Analiza el caracter de la serie Y ek segin el valor del pardmetro "k"
n=0

Solucion

Estamos ante una serie de términos positivos, pues ek es positivo para todo
valor del numero natural "n". Es:

Yenk= Y (kyn=1+ek +e2k 43k

n=0 n=0
O sea, estamos ante una serie geométrica cuya razon e ; €omo este tipo de
series solo converge si ‘razén‘ <1, nuestra serie sera convesgerite solo si:

‘ek‘<1:>ek<1:>k<Ln@

® Si k>0 la serie no cumple la condicién necesari@ide gonvergencia:
lim. enk = et =too

n—oeo /'S
en

y como la serie es de términos positivos, esidi te.

EJERCICIO (1'25 PUNTOS) %

Utilizando el cambio a coordenadas alcule
” y? .dx.dy
donde D es la corona circular, lm en el primer cuadrante por las circunfe-
rencias x2 + y4 =4y x2 %
Solucion \

J‘J‘D62+x2 +ym ? J‘J‘D62+p2.cos2 G+p2.sen29.p-dp-de —

=p.cosB
y =p.sen0

} = dx.dy =p.dp.dO

oy Y )

Las circunferencias tienen su centro en el origen de coordenadas
(el polo), y sus respectivos radios son 2y 3. En el primer cuadrante
la coordenada O varfa entre 0 y /2

p=3

=3
= %ngz p.e2+p? dp = %[eﬂpz ]p:Z

T
=Z.(e“ - 66)
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TEORIA (0'75 + 1'25 PUNTOS)

Sea la funcién g(yy;y,) definida de R2 a R, y la funcién vectorial
= (x5x0)52(x15%2))
definida de M2 a R2, tales que "g" es homogénea de grado "s" y f}. es homogé-
nea de grado "t", Vk=12.
1) Aplicando la definicién, demostrar que g ® f es homogénea de grado "r.s".

2) Comprobar que se cumple el teorema de FEuler para g e f

Solucion

1) La funcién gef es homogénea de grado "r.s" si

g(f(hxq5hx5)) = lr's-g(f(md
Veamos:

g(f(%-Xl;%-Xz));g(fl (A-xq5A.x2); 13A-x2)) =
fAx3Ax0) = (fi(A.x1; A 5B, (ﬂxl;hxz))

f;. homogénea de grado """ = LA = A (x15%0)

= g(N . fy(x15x0 )M fp (x5 0.1 (x15x2);0.£5(x1;%2)) =

?es-g(ﬁ(xﬁx ;%5)) = 0% g(f(x1;xp)) =

"¢" homogénea de gra

2(0.Pepe;0. Juan) = 6°. g(Pepe; Juan)

A m x13x2)) =A% g(f(x3x3))

! e = 7\}‘
génea de grado "r.s", segin Euler, ha de ser:

2) Como h=g¢g
Vh(xy;x5)e® [Xl } =r.s.h(xy;x9)
X2

Veamos:
Vh(xl;xz)-[?}Vg(ymz)'Jf(XﬁXZ)'[zl}:
> 2

off  df

_| 98 9g | | 9x1 dxp| x|

Cldy1 dyp] |9 Ofr | [x2]
8x1 8x2
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ag afl

ag afz

ag afz

ayl ' axl

)

ag afl "

8y2 .axl
ag afz

ag afl "

ayl ' 8x2

—X1.

(am “Oxy

8y2 ' axl

ayZ'aX2

J[21]-

ag afl "

ag afz

=

8y1 ’ aX2

):

8y2 ' aXZ

_Os (of  0f ), o O
_ayl' Xl'axl X2.8X2 Xl.axl X2'8X2

s 00, O
Xl.ax1 Xz.aXZ
df df

axl

dg
dyy

o, o

A

=r.f1(x1;%7)

Como f; es homogénea de grado

Como f, es homogénea de grado "t" = x. + x5

=1.f5(x1;x2)

0
=r.(f1(x1;x2).ﬁ+ f2<X1;X2).—

Definir g ef equivale a considerar que y| = fyfpeq5 e yo =fr(x1;x2)

0 %)
=r..(371.ﬁ+y2.£)=r.s.g > 2):

g

P
=r.5.g(f1(x15%2)5f2(x1 ;XZ)Q(f(Xl ;X)) =r.8.h(xq;x7)

TEORIA (0'5 PUNTOS) %3
C

Justifique si es continua una fu
Xty ;

n_n

%)
Como "g" es homogénea de grado + yZﬁ =s.2(y1;V2)

C R2 > R tal que:

Solucion

Las dos funciones d s primeras de "f"' son continuas V(x;y)€R2 (son

polinomios) = icion suficiente de diferenciabilidad garantiza que "f" es

diferenciable = "f" es continua V(x;y) € R

TEORIA (1 PUNTO)

Demuestre que si f:D C R2 > Res diferenciable en un punto x( entonces es

continua en dicho punto.
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