‘ EXAMEN FEBRERO 1998 |

01) Sea f:E > F una aplicacién lineal. Es cierto que:
A Imf={yeE/dxeFcony=1(x)}

b) Im.f ={yeF/JdxeF cony=1(x)}
o Im.f={yeF/f0)=y}

02) Se dice que una matriz "A" es simétrica si:
a) At=A-1;b)At=—A; ) AE=
03) Si la matriz "A" es ortogonal, siempre es cierto queQ

a)|A[#0 ; b)|A|=0;
04) De los siguientes polinomios caracteristicos, scu esponde necesariamente
a una matriz diagonalizable de orden 3?: 'S

a)—(A—1)3; b)—(k—l)z.(k+ﬁ : A=1D.A+1D.A+2)

05) Sea f:Rn > R0 una aplicacion line allde las siguientes afirmaciones no
tiene que cumplirse forzosamente si
a) £(0)=0; b) fi =1(x) + f(y), V x,y e Rn

c) f(e;) =e;, siendo e; eld

ector de la base candnica de RN

s1
06) Sea A un valor propio de la €M xn(R) y "m" la multiplicidad de A.
Si L(A) es el subespaci %ociado a A, siempre se cumple que:
2) dim.(L(?»)&) dim.(L(AA) < m ; ¢) dim.(L(A) < m
07) Una forma cuadratic

a) Una aplica entre dos espacios vectoriales cualesquiera

b) i Sl

08) Dos matrices semejantes tienen en comun

i6n entre un espacio vectotial y R
cién entre las matrices simétricas y R

a) los mismos vectores propios
b) los mismos valores propios
) nada

09) En el subespacio x =y, la forma cuadratica Q(x;y)=x2 —2.x.y es:

a) semidefinida negativa ; b) indefinida ; c) definida negativa
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10) St Q(x) es una forma cuadratica semidefinida negativa, al restringirla a un su-

bespacio vectorial puede ser
a) definida negativa ; b) indefinida ; c) de cualquier signo
11) Sea f(x;y)=Ln (1—x2 —y2). Su dominio de definicién esta formado por los

puntos de R2 que

a) estan dentro del circulo de centro en el origen y radio 1
b) estan en la circunferencia de centro en el origen y radio 1
c) estan fuera del circulo de centro en el origen y radio 1

12) Sea f:R2 >R tal que D(1;O>f(a;b) =1 y D(O;Df(a;b)

a) Vf(a;b) = m ; b) VE(a;b) = m ; C)@b = [g) g}

13) Si f(x;y)=Ln y/sen3 (x.y) , es: Q

2) £= 3.y.cos (X.y) . b) of @ (x.y).cos (x.y)
ox 2sen(x.y) ~ 70 m

“ox 0 .
14) Sea £:R2 > R tal que los limite ccionales a lo largo de las rectas que pa-
san por el punto (0;1) valen 0. marse que:
wen (0;1) existe y vale 0

a) el limite doble
b) La funcién tinua en (0;1)
c) si existe el% ble de "f" en (0;1), para que "f" sea

e
;I¥debe ocurrir que £(0;1)=0

continua

16) Sea f:DcR2 > existen f(x)y fo(y) y no existe lim. fj(x)

X— a

a) & lim. f5(y) ; b) no existe lim.  f(x;y)
y—b (x3y)=> (a;b)

C) existe lim.  f(x;y)
(x33)=> (a;b)
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Solucion

01) La correcta es la b): definicion hiperfamosa.

02) La correcta es la a): definicion hiperfamosa.

03) El determinante de una matriz ortogonal es #0 (vale 1 6 —1).

04) La correcta es la ¢): los autovalores son todos distintos.

05) La correcta es la c): no seria serio que necesariamente tuviera que ser f(e;) = e;.
06) La correcta es la c): propiedad hiperfamosa.

07) La correcta es la b): definicién hiperfamosa.

08) La correcta es la b): propiedad hiperfamosa.

09) La correcta es la ¢): Q(x;x)=x2 —2.x2 =—x2< OQ 0

10) La correcta es la a): si en tu pueblo nadie tiene s sitivo en el banco, puede
ocurrir que los que viven en tu calle tengan saldo Iggativo.

11) La correcta es la a): %
f(x;y)=Ln(l—X2 —yz)ems% —y2 >0 = x?2 +y2 <1

12) La correcta es la b): te dan las deriv ciales de "f" en el punto (a;b) y te
piden el gradiente de "f" en dicho

13) La correcta es la a):
of 3.y.cos (x.y)

V=T feon3 ‘Z’ of _

f(x;y)=Ln 4/sen” (x. Ln'sen (x.y) = x  Zsen (x.y)

14) El que los limites direc@i e "f" a lo largo de las rectas que pasan por el
punto (0;1) valgan O 1za ni tan siquiera que "f" tenga limite doble en
(0;1); por tanto, a) y alsas.

15) La correcta es la b@a propiedad.
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EJERCICIO (1'S PUNTOS)

Sea la forma cuadréatica Q(x;y;2z) =—x2 —y2 — 22 + 2.a.x.y

1) Determine los valores de "a" para los que Q" es definida negativa.
2) Determine los valores propios de la matriz asociada a "Q".
3) Siendo a # 0, estudie el signo de "Q" en el subespacio "S" de ecuaciones

z—y=0;ax+y—22=0
Solucion

1) Una forma cuadratica con matriz asociada es definida n

H1=a11<O;H2= A >0 ; ‘<O
a21 222
-1 a 0
En nuestro casoes A= a 1 0 [, siendo:
0 0 -1 /'S
H1=—1;H2=l—a2; = +8.2=—H2
Por tanto, la forma cuadratica "Q" es defi egativa sii:
Hy=1-2a2> 1=]a|<1
2) Es:
G-
-1-A a A=-1
=] a 1-A M ((-1-1)2-a2)=0=A=-1-a
0 0 & A=—1+a
3) Es:
S={(x;y;2) € =0, a.x+y—2.z=0}i{(z/a;z;z),vZEEK}

pametrizando la incognita " z"
LLa forma cuad @ " es definida negativa en "S", pues:

Q(z/2;2;2) = —(2z/2)2 — 22 — 22 + 2.a.(z/a).2=—(2/2)2 <0,V z#0
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TEORIA (1 PUNTO)

Indicar, de manera razonada, como se estudia el caracter de una aplicacién lineal a
través de su matriz asociada.

TEORIA (1 PUNTO)

Sea f: R0 > RN una aplicacion lineal y Q(x) una forma cuadratica definida positi-

va con matriz asociada "A". Sea la forma cuadratica Qq(x)=Q(f(x)). Demuestre

"Q" es definida positiva si "f"' es monomorfismo. ;Qué puede afirmarse si "f"' no es
monomorfismo?

Solucion

e El que "Q" sea definida positiva significa que Q(x #0. El que "f" sea
monomotfismo significa que f(x)#0, V x #0. POE iendo x #0, es:

Q1(x)=Q(f (X))i

ya f(x) %0 y Q(Pepe) Pepe # 0
e Si"f" no es monomorfismo, la forma cum 1 es semidefinida positiva. En

efecto, si "f' no es monomorfismo ctores x € RM (x #0) tales que

f(x)=0, y para esos vectores sucede

Para los vectores x € Rn s que f(x)#0, se tiene que:

x)=Q(f(x 0
(x) Q(())i

TEORIA
Sea f:D c R2

@, B) € D yveR2. Dar la definicién de
of(a;b)  Of(a;b)
ox ~  dy

TEORIA (1 PUNTO, ADE)

Demuestre que si lim. f(x)=py Ilm. g(x)=q,es lim. f(x)+gx)=p+q.
X— X X— X X— X

; Dyf(a;b)
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TEORIA (1 PUNTO)

Justifique si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

1) Si"A" es una matriz idempotente, sus valores propios son 0 y 1.
2) Si A es autovalor de la matriz regular "A", entonces A~! es autovalor de A1,

3) Si "A" es una matriz simétrica, entonces At =CeDn e C~1 donde "D" es la
matriz diagonal formada por los valores propios de "A" y "C" es la matriz regu-
lar de los autovectores de "A".

4) Si "A" y "B" son matrices cuadradas simétricas del mismo orden, la matriz
A e B también es simétrica.

Solucion
1) Siendo "A" idempotente, es A2 = A.

Si A es autovalor de "A", existen vectores x # 0 S Aex=Aex;asi:

Ae(Aex)=AeLex)= A2 ex (Aeox)=
9

A2 =

:>A-§=A-<A-§>T>x-§%§:>x=x2=>x={§)

2) Si A es autovalor de "A", existen s x#0 tales que A ®x =A ®x; asi:
Alo(AoE)zw y=> A lex=Alex
Lo que demuestra que AL (ofseayifk) es autovalor de A~1.

3) Si la matriz "A" es siméts nces es diagonalizable; es decir, siendo "D" la
matriz diagonal formada valores propios de "A" y "C" es la matriz regular
C~1 e A «C=D; por tanto, despejando "A":

de los autovectores de '
A=CeDe(C1
Asi:

CODOC_1)0(C0D0C_1)=COD2 o(C—1

A2 =
A3 @: CeD2 .C—l).(CoDoc—l)zcoD3oc—1

/N /N

An=An-leA=(CeDn~leC-l)e(CoeDeC1)=CeDneC"!

4) El que "A" y "B" sean simétricas no garantiza que lo sea A @ B. Por ejemplo:

A= [; ﬂ =simétrica ; B= [? H = simétrica
AeB= [% §:| = no simétrica
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EJERCICIO (1'5 PUNTOS)

X.y — X ,

;7)) # (050

Sea la funcién £:R2 > R tal que f(x;7) =19 x2 - 2.x +y2 si (x;y) # (050)
172 si(x;y)=(0,0)

1) Demuestre que "f" no es continua en el punto (0;0).

2) Si existen, calcule las derivadas parciales de "f" en (0;0).

Solucion

1) La funcién "f" no es continua en el punto (0;0), pues

imite de "f"' en dicho

punto segun la trayectoria x = m.y2 depende del valor

li f(x;y)= lim f( 2 Y= li 0 Y- m.y2
m x;y7)= lm f(m.y4;y)= lm =
(x;y) = (0;0) Y y— 0 o y— 0 : —2.(m.y2) +y2

x=m.y2
L m.y —m B
=
siempre que —
2) Es:
-y _l
5 £,(0;0)=_lim = fim M=2A 2_
A—0 A—0 A
) . 1 1
A—0 A—0 2-(7‘_2) 4
0 _1
;04+0)—1£(0;0) . 92 2
* £ (0;0)= = lim ——=
y( ) 0 60— 0 0
. lim —=no existe
Q 2950 9
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EJERCICIO (1 PUNTO, ECONOMIA)

Sea S={(x;y)eR2 /0<y<1/2, x=1—(1/2)2, n=1,2,......}.
Caracterice topolégicamente el punto (1;0). ¢Es abierto "S"?, ces cerrado?

Solucion

Sien x=1-(1/2)" asignamos a "n" los valores 1, 2, 3, ..... vamos obteniendo los

infinitos valores que pueden tomas las abcisas de los puntos del conjunto "S"

1 3 7 15 31 1
R A e 1—— 1
2° 42 8’ 16° 32° > on’ e

Si n— oo, el nimero x=1—(1/2)" tiende a 1 co

a1, pues (1/2)" tiende a 0 con valores posi .
Por tanto, siendo 0<y<1/2, el conjunto "S" lo ¢ ;en los puntos (x;y) que

ti
torman las flechas indicadas en la siguiente figura. ﬂ

e R

|
|
|
O__ O ’X
1/2 3/4 7/8 ... e > 1

El punto (1;0), que no pertenece n]ao "S", no es exterior a "S", pues toda
a

bola abierta de centro en (1;0) gun punto de "S". En consecuencia, si

(1;0) no es exterior a "S", € e a "S"; y también es punto de acumulacion
de "S", pues toda bola abiek ro en (1;0) contiene infinitos puntos de "S".
AY i
) N
|
...... |
0 O P»x

1/2 3/4 7/8 ... 1

El punto (1;0) no es interior "S", pues no pertenece a "S". El punto (1;0) es fron-
tera de "S", pues toda bola abierta de centro en (1;0) contiene puntos de "S" y
puntos que no son de "S". Como Int.(S)=#S, el conjunto "S" no es abierto.
Como Adh.(S)=A1 U A, #8S, el conjunto "S" no es cerrado:
A ={x;7)eR2/0<y<1/2, x=1-(1/2)",n=1,2, ...... }
Ar={(x;y)€R2/0<y<1/2, x=1}
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