EXAMEN JUNIO 2004

01) ¢Qué implicacion expresa que P es condicion suficiente para Q?:
A P=Q;bQ=P;c)NoP=Q

02) Sean "A" y "b" matrices regulares:

a) (AB)"1=B~1A-1 ; b)(AB)"1=A-1B-1 ; ¢)(A+B)"1=A-1+B"1

03) Sea B= [[8 (I)]’ con A #0 e "I" la matriz unidad de ordea "n":

a) 1g(B) =1rg(A) ; b) rg(B)=1g(A)+n )=n

04) Dado un sistema homogéneo Ax =0, con A € ccual de las siguientes

condiciones garantiza que el sistema sélo tiene n trivial?:
aym=ny|A|=

bym=ny|A
cm<nyrg@ = S
X+tyt+tz=0Q
05) Sea el sistema 2.y —z=[3 :
X—y+2z=Y

b) No puede s ompatible
atible indeterminado

c) No puede
006) Sean los vectores (2;0;0), mo;a;O).

o valor real de "a
do valor real no nulo de "a"
todo valor real de "a"

a) No puede seg@ble determinado

5, siendo A = 2 un autovalor de ella.

no es diagonalizable
= 2 es un valor propio con multiplicidad 3

08) Sea A € M, (W) tina matriz diagonalizable, que es regular e idempotente:

a)"A" es la matriz nula
b) "A" es la matriz identidad
c) Las anteriores son falsas

09) Sea A € M353(R) con polinomio caracteristico —A3 + A2 — A +1:

a) A =3 es autovalor
b) A =1 es autovalor
) A =0 es autovalor
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10) Una aplicacién entre R2 y R que a cada par (x;y) le hace corresponder el

nimero real x2 + 2.x.y es:

a) Una aplicacion lineal ; b) Una forma cuadratica
c) Las anteriores son falsas

11) La forma cuadratica Q(x)=xtAx, con "A" regular y Tr(A) =0, es:

a) Semidefinida positiva o semidefinida negativa
b) Definida positiva o definida negativa ; c) Indefinida

12) La forma cuadritica Q(x;y) =8.x2 + 4.y2 + 4.x.y es:
a) Definida positiva ; b) Semidefinida positiva g efinida
13) Un subconjunto "A" de R es un entorno del punto si:
a) "A" es abierto ; b) a € Int.(A) ; cer (A)
14) Sea f:D c R2 > R y (a;b) € Ac.(D). Si (X'y%jg f(x;y) =L, entonces:

L 4

an el mismo valor "1."
an el mismo valor "L"

;m.x)=0,VmeR.

a) La funcion "f" es continua en (a;b)
b) Existen todos los limites direccional
c) Existen todos los limites reiterad

15) Sea £:R2 > R tal que £(0;0)=1y

%
a) "f" no es continua en )59b) "' es continua en (0;0)
¢) No puede sab A" es continua en (0;0)
16) Sea £:R1 > R y un punto a%
a) Si"f" es continua tonces "f" es diferenciable en "a"

, entonces "f" es diferenciable en "a"

¢) Si existen todas das parciales de "f" en un entorno de "a"
y son continua '@', entonces "f" es diferenciable en "a"

17) Sea £:D ¢ R2 curvas de nivel decrecientes. ¢Cual de los siguientes
vectores po onder al gradiente de "f" en un punto a € D?
2 -2 -2
o 3w {7 [4

18) Sea una funcion z(x;y;t) tal que x =x(t) e y = y(t), es:

D2 O=2 s B2 O=Fx+ Ly’ g #()= Pxts Py +

b) Si existe D f(a),

ox oy ot

19) Si z=2z(x;y) es la funcién definida implicitamente por z3 —x.z—2.y =0 en un
entorno del punto (1;0;1), su polinomio de Taylor de orden 1 uno en (1;0) es:

1 R
2.X+y, C) 2+2.X+y
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20) Sea f:R+—> R una funcion de clase C* y "a" un punto de su dominio. Sea
p(x) su polinomio de Taylor de orden 2 en el punto "a":

a) Los valores de f(a) y p(a) pueden ser distintos

n_n

b) Las pendientes de "f" y "p" en el punto "a" pueden ser distintas
o) f(a)=p(a), £'(2)=p'(a), £"(a)=p"(a)
21) Si £:D € R2 > R es homogénea de clase Cl, en todo punto de "D" cumple:
a) € f(x;y)+ Eyf(x;y) =cte ; b) x.e f(x;y)+ y.eyf(x;y) = cte
o) fx (x5y) + £y (x3y) = cte

) n
22) La serie Y, (—%) es: a) Convergente ; b) Divergen&cﬂante
n=1

23) Sea la serie ), a, v {S,} su sucesién de sumas @s. Para que Y a, sea

n=1 n=1
convergente €s necesario que:

a) lim. a,=0;b) lim. S,=0; c)LasefféSea de términos positivos

n— oo n— oo
24) El valor de jé (1= x)"1/2.dx es: a) & '%c) e

25) $i D= [152] X [3;4], el valor de [, x4} es: ) 2L 5 b) 225 o m

26) Curvas de nivel de un casquete d

Solucion
<G

01) La correcta es 1a a).
ﬁi edad.

04) La correcta es b): co
filas LI que tiene, si% =1, en el bloque [A O] hay "t" filas LI, y en el
bloque [O I] ha as LI. Ademas, cualquier fila de uno de estos dos
bloques no es %ﬂas del otro bloque; por tanto:

02) La correcta es la a), fa

go de una matriz expresa el nimero maximo de

rg(B) = rg(A) + rg(I) = rg(A) + n.

04) La correcta e numero de ecuaciones debe coincidir con el de incégnitas
y la matriz de coeficientes debe ser regular.

05) La correcta es a): hay 3 incognitas y la matriz de coeficientes tiene rango 2.

200
06) La correcta es b): el valor de "a" talque [0 1 a|=-2.a#0.
010

07) La correcta es a): si |A|=0 = A =0 es autovalor. Como A =2 también es

autovalor y la suma de los autovalores coincide con la traza 5 el tercer autova-
lor es A = 3. Siendo distintos los autovalores, la matriz es diagonalizable.
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08) La correcta es b): si A2 =A y|A|#0, postmultiplicando por A=l es A=1
09) La correcta es la b).
10) La correcta es la b).

11) La correcta es ¢): "A" regular = A =0 no es autovalor = no es semidefinida.
No es definida, pues si lo fuera, no seria Tr(A) =suma de autovalores = 0.

12) La correcta es a).
13) La correcta es b).
14) La correcta es b), famosa propiedad.

15) La correcta es a), pues £(0;0)=1# lim. f(x;m.x)=
x—0

16) La correcta es ¢): condicion suficiente de diferenc@ .
17) La correcta es c).
18) La correcta es c).

19) La correcta es c).

S.c

20) La correcta es ¢)

21) La correcta es a): Q
y
e f(x;y)+e f(x;y)= " (x;y)+ g (x5y)=
f(57) + &yt (x3y) G Frryy Ty (5Y)

"f" homogénea g = x.fy (x;y) +y.fy (x57) = kf(x3y)
22) La correcta es a): serikkica tal que |razon| < 1.
23) La correcta es b): co%
24) La correcta es a).

25) La correcta @Q

necesaria de convergencia de series numéricas.
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TEORIA (1'5 PUNTOS)

Elija una de las siguientes opciones.

¢ Demuestre que los autovectores de una matriz cuadrada asociados a autovalores
distintos son LI.

o Demuestre el teorema de Euler.
TEORIA (0'75 PUNTOS)

Calcule el rango de una matriz "A" simétrica de orden 3, singular e indefinida.
Solucion

Si "A" es singular = Ay =0 es autovalor.

Si "A" es indefinida, los otros dos autovalores Ay y A3 s igno distinto.

A 0O 0
Si "A" es simétrica, es diagonalizable; o sea, es semQa A=I: 0 A, O :l,

0 0 0 As
que tiene rango 2 (pues A; =0), lo mismo que "A".

4
TEORIA (0'5 PUNTOS) %
Sia=B= %, represente las curvas de nivemfuncién Y(KiL)=AK® 1B,
Solucion
Si Y(KiL)= A.VK.L, su dominio ®"™& D = {(K;L) /K >0, L >0}.

La curva S_ de nivel "c" es:

Sc = {(I<;L>
={(K;L)/K.I

©Q

=c}={(K;L)/ AVK.L=c}=

} = familia de hipérbolas equilateras
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TEORIA (0'75 PUNTOS)

Sea "f" una funcién de clase C*° en R1. Considere su polinomio de Taylor de ot-
den 2 en el punto a € R y demuestre que si Vi(a)=0 y Hf(a) es definida posi-

tiva, el citado polinomio de Taylor toma en "a" un valor menor que el que toma en

cualquier otro punto "x". ;Qué sucederia si Hf (a) es semidefinida positiva?

Solucion

Es p(x)=f(a)+ Vif(a)t o (x —a)+%.(x —a)t e Hf(a).(x —a), y f(a)=p(a) =0.
Si Vf(a)=0, es p(x) = f(a)+%.(x —a)t e Hf(a).(x —a) if

Hf(a) definida positiva = (x —a)t @ Hf(a).(x six#a

Es p(x)=f(a)+ %(x —a)t e Hf(a).(x —a)21(a) ; p(
Hf(a) semidefinida positiva = (x — a)t -@ x—2)20,V x
EJERCICIO (0'5 PUNTOS)

Ho0 2 *
Calcule '[0 e 2% . dz

Solucion
J+°° 22 dy= l.J

0 fz
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EJERCICIO (1 PUNTO)

x2 —y2).sen
Sea f(x;y)= ( ye) x2 +y2

0 si (x;y)=(0;0)

st (x;y) #(0;0)

Analice su continuidad en (0;0) y calcule sus derivadas parciales en todo punto.
Solucion

La funcién es continua en (0;0) si su limite en (0;0) coincide con £(0;0)=0, co-
mo en efecto sucede:

lim. (x2 —y2).sen

(x3)— (0;0) x2 +y2 @
pues el factor x2 — y2 tiende a 0 y el factor sen > esta acotado
: O
2 -
00— tim, FOFRO=F0:0)_ hdy-0%).sen 3 =0
U h— 0 h h
= lim.
h— 0
02 —k2).sen L_
O F0;0+Kk)—f o 02 + 12
£.(0;0)= lim. lim.
yO0= k % sﬁ ) k
& 1 ksen L =0
0 k2

St (x5y) #(0;0), es:

fX(X;y)=(2.X).(S y2)+

(Xz—yz). 1
_ 1 2.y 1
fy(x;y) —(—@ o y2j+(xz —yz)_((—l).<xz 4202 .COS 2. yz)
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EJERCICIO (1'S PUNTOS)

{1 2 0}

Seala matriz A={2 -1 2

0 2 1

1) Encuentre una matriz diagonal semejante a ella.

2) Encuentre una matriz de paso ortogonal.

3) Clasifique la forma cuadratica asociada a "A" restringida al subespacio x = 0.

Solucion
1) Autovalores: |A —Aol|=-A +2A2+9A-9=0=>A1=1,3,-3
10 0
e LamatrizA={0 3 0 [essemejantea "A".
0 0 -3
2) Autovectores de A =1:
0 2 0 Xl
2 =2 2|e X2 :>{
O 2 0 X3
A lel L 4
=LA =1)={(—x3;0;x3), Vx3 € ¢ (—1;0;1), Vx5 € R}

El vector vi = (- l,O,l) es base de L(?\,

El vector w1 = W =(-1/ V2; ,0,1/@33_86 ortonormal de L(A =1).

-
e Autovectores de A =

=LA=3)={ 3), Vx3 € Rp={x39(1;1;1), Vx3€R}
v e de L(A=3).
El vector w2 3 /«/5;1/«/3;1/«/5) es base ortonormal de T(A = 3).

4 2 0 X1 0 Xy =—2.xq
2 2 2lefx,|=|0 :{ }z
0 2 4 X3 0 X3 =X
%,—/
A+3e]

:>L(7\,=—3)={(X1;—2.X1;X1) Vxq 69{}={X1 o(1;-2;1), Vxj 69?}
El vector v3 =(1;=251) es base de L(A =-3).

El vector w3 = H = (l/«/g;— 2/«/8;1/«/8) es base ortonormal de L(A = —3).
V3

e Autovectores
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e [a matriz de paso ortogonal es

—1/v2 1/V3 1/46
P=| 0 143 —2/46

/A2 143 1/46

T T T

wi w2 W3

3) Siendo

Q(x;v;2) =x2 — y2 + 22 +4.x.y+
es:
Q(O;y;z)=—y2 + 22 + 4,

que es indefinida.

%’
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