EXAMEN SEPTIEMBRE 2002

01) ¢Cual de los siguientes subconjuntos de R3 no es un subespacio vectorial?
) {(x;7;2eR3 /x+y+2=0} ;D) {(x;7;2) € R3 /x+y+2z=1}
O {(x;y;2eR3 /x,yeR, z=0}
02) Sea S={v{,v5,v3} un conjunto de vectores libres en el espacio vectorial R3:

2) "S" es una base de R3 ; b) "S" puede ser o n e de R3
¢) Cualquier subconjunto de "S" es bas

03) En M3, sean los vectores u=(1;1;0)t yv=(0;— Q onces:
r

a) uev=1; b) HuH =2;c¢) "u" Q togonales
04) Siendo "A" una matriz idempotente, no puede t que

SINELE Wh@m__

05) La inversa de la matriz particionada A

2) A-l= b) ; o) A-1 =[BI_1 g}

06) Siendo "C" una matriz cuadr

a) Si"C" es regular ; b) Si"C" es ortogonal, es regular
c)" . i nasl si y solo si es resular

07) Sea f: RO >R u % fismo, siendo "A" su matriz asociada en la base

canonica de RN

=n= "f" no es monomorfismo

A) n = "f' es un isomorfismo
g(A)=n = "f" no es epimorfismo

08) Sean "A" y "B" matrices cuadradas tales que B=C~1 ® A  C, siendo "C" una
matriz regulat asi:
a) "B" es simétrica & "A" es simétrica
b) "A" es simétrica y "C" es ortogonal = "A" es simétrica
¢) "B" es simétrica < "C" es ortogonal
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09) Sea "A" una matriz simétrica de orden 3 con valores propios Ay (doble) y A,.
Si el subespacio de vectores propios asociados a Ay es L(Ay)=<(1;1;0)>,

¢cual de los siguientes vectores puede ser vector propios de Aq?:
a) (0;—1;0) ; b) (=2;2;0) ; ¢) (0;0;0)

10) Sea "A" una matriz cuadrada con polinomio caracteristico P(A) = —A.(AZ +a),

siendo "a" un nimero real no nulo; asi, "A" es diagonalizable
a) Siempre ; b) Sia<0 ; c)Sia>0

11) Sea Q(x)=x'® A ®x una forma cuadratica definida iva; sobre la forma

cuadratica Q'(x)=xt ® A2 ex podemos decir que

a) Q' es definida negativa ; b) Q' es ositiva
c) Q' es indefinida

12) Sea "A" una matriz simétrica de orden 2; sea "@orma cuadratica asociada

a)‘A‘=O = "Q" esgsemidéfinida
b)‘A‘>O = "Q" e 1aida positiva
c) ‘A ‘ <0 = "Q" nida negativa
13) Indicar qué afirmacion se cumple SQ
a) Todo punto frontera quino Sea aislado es de acumulacion
u

b) Un punto de acumul unto interior

c) Un punto exterior W lacion
Lo (x +2)
c

14) El dominio de definicio ————" cs:

y)= axt
a)D@% X

;y) € R2 /X>—2,y>—x4}
b) . —{(X;y)emz/x>—2,y2—x4}
.f={(x;y)€9{2 /X>—2,y>—x4}

15) Las curvas e f(x;y)=(x—2)+(y—2) son:

a) Circunferencias centradas en el punto (2;2)
b) Rectas de pendiente —1
c) Parabolas con vértice en el punto (2;2)

16) Sea f:DCR2 >R talque  lim.  f(x;y)=3; asi:

(x3y)—>(asb)
a) lim. f;(x)= lim. f5(y)=3; b) lim. f(x;b+m.(x—a))=3
X—a y—b Xx—a
c) "t" es continua en (a;b)
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17) Sean £:DC R2 > Ry g:Dc R2 > R funciones de clase C2 en "D". ;Cual

de las siguientes expresiones no es ciertar:

o(f — dg
0 5 = 9 i) - i) 5 b

d
0 (fg)

a(oc f)

(x ;y>=oc-§—§<x;y>
—S (X)) = (XaY) (XaY)

18) Sea f:D C R > R una funcion diferenciable en el punto x € R2. ;Cudl de
las siguientes afirmaciones es siempre cierta?

a) lim. f(y)=1£(x) ; b) No se sabe si existe t(y)

y—>X X
c) Existe lim. f(y) pero no sabemos

e Q
19) Si la ecuacién (2.x +3.y)> +y=2 define imlzb te a "y" como funcién

de "x" en un entorno del punto (—1'1) enton
)—( 1)——— )—( 1)

20) El desarrollo de Mac-Laurin de orden
a) f(x; Y)‘C(X—Y)+TL ;

2.(u.sen y — v.sen x)
uZ +v2

2.(sen y —sen x)
uZ +v2

22) Sila serie X a mnte la serie X (a2 + 3)1 es:

convergente ; b) Es divergente
ede ser convergente o divergente

af/ax.
X+y )

23) Sea f:D ¢ R2 homogénea de grado 2y g(x;y) =

n.n

a)"g" es homogénea de grado 0 ; b)"g
c)"g" es homogenea de grado 1

no es homogénea

24) Sea f(x) una funcion continua V x € R y F(x) = fo t(t).dt, es:

) F'(x)=2.f(2.x)— f(x) ; b) F'(x) = f(2.x) — f(x) ; ¢) F'(x) = f(2.x)

ACADEMIA KEYNES 3
Caravija 2, 968 237301



Solucion

01) La correcta es la b).

02) La cotrecta es la a): como dim.(R3) =3, cualesquiera tres vectores de R3 que

sean LI forman una base de R3.
03) La correcta es la b).

04) No puede ocurrir que | A |=—1:

"A" idempotente = A2 = A :>‘A2‘ :‘A‘:)‘A‘Z =

07) La correcta es la b). Q
08) La correcta es la b), pues Bt =B:

At=A
y (€ =(Cy=C

* Si"A" es simé

* 81 "C" es ortogonal =

09) La correcta es la b), pues el vectof§—252;0) es ortogonal al (1;1;0).

10) La correcta es la b), pues en talgeas autovalores son reales y distintos.

11) La correcta es la b), pues si utovalor de "A" entonces A% lo es de AZ;
asi, siendo A <0 (pu

los autovalores de A2

efinida negativa), es MP>0, por lo que todos

tivos.

12) La correcta es la a); a cuadratica sera semidefinida positiva o semidefi-
nida negativa segi ¢l elemento aq; de la matriz "A" sea positivo o
negativo.

13) La correcta
14) La correcta es“asbi.
15) La correcta es la b).

16) La correcta es la b): si "f" tiene limite 3 en el punto (a;b), el limite de "f" en

dicho punto segun cualquier trayectoria de aproximacion a él también es 3.

17) La correcta es la c).
18) La correcta es la a): "f" diferenciable en el punto "x" = "f" es continua en "x"

(es decir, "f" tiene limite en "x" y coincide con f(x).
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19) Siendo F(x,y)=(2.x+3.y)>+y—2, si la ecuaciéon F(x,y)=0 define implici-

tamente a "y" como funcién de "x" en un entorno del punto (—1;1), es:

_(_l)__FX(—l;l) _ lO.(Z.X+3.y)4 _ 1 5
dx ) 15.2x+3y)%+1) .

16 8

20) La correcta es la b).

21) La correcta es 1a ), regla de la cadena.

22) lim. §(aZ +3)? =lim. (a2 +3)=0+3=3>1= divergente.

23) La correcta es la a), pues el numerador y el denomin sofi homogéneos de

grado 1.

24) La correcta es la a). o

TEORIA (1'5 PUNTOS) Q
. & L
Enuncie y demuestre el teorema fundamental%i1agonahzac1on.

TEORIA (1'5 PUNTOS) (7

Analice la homogeneidad de la funcié | viene definida por el determinante

X; g(x)
F“% k(x)

siendo homogéneas de grado 24a iones f(x), g(x), h(x) y k(x).

Nxx cs

(A.x).k(A.x) — g(?x.x).k(?».x) ;

Solucion
Siendo F(x)=f(x).k(x)

, "g", "h" y "k" son homogéneas de grado 2, es:

X)=A2.g(x); h(Ax)=A2.h(x); k(A.x)=2A2.k(x)

Como las fused

f(A.x) = A2

=M (%) k(x) — A% g(x).k(x) = A (f(%). k(x) — g(x).h(x)) = A*.F(x)

En consecuencia, la funciéon "F" es homogénea de grado 4.
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EJERCICIO (2 PUNTOS: 0'S+0'5+0'5+0'S5)

Sea la aplicacion lineal £:R3 > R3 tal que f(x;y;2)=2.x+y;x +y+ 257+ 2.2).

1) Calcule su nucleo y su imagen. ¢Es un isomorfismor.

2) Obtenga la matriz asociada a la aplicacion lineal y calcule las expresiones matri-
cial, polinémica y canonica de la forma cuadratica "Q" asociada a dicha matriz.

3) Obtenga la matriz ortogonal de cambio de base asociada a la forma cuadratica
del apartado anterior.

4) Clasifique la forma cuadratica "Q" en el subespacio y = z.

Solucion

1) El nucleo de "f" lo forman los vectotes (x;y;z) tales

t(x;y;2)=C2x+y;x+y+z;y+2.2) 0) =

2.x+y=0
={x+y+z=0 :{yi@:
y+2.2=0
= Ker.f ={(a;—2.2;a), VaeR} 3;—2;1), VaeR}

Como Ker.f #0= "f" no es inyectiva s biyectiva (o sea, no es isomot-
fismo)

® Taimagen de "f" la forman los vec :B;7) tales que

f(x;y;2)=Q2.x+y; 23y +2.2)= (0;B57) =

4
A

210
=1 1 1|tene rango 2; asi, el sistema
01 2

T.a matriz de coeﬁw

tiene soluci6 iz ampliada B = también tiene rango 2,

S = DN
—_ =
N — O
=™ R

2
lo que sucede si |1
0

—_

o
Bl=0=a-B+y=0
Y

210
2) La matriz asociadaa "f"es A=| 1 1 1]|.

01 2

® La expresiéon matricial de la forma cuadratica Q:R3 > R que tiene a la matriz

"A" como asociada respecto de la base candnica de R3 es
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~ 2 1 0] |x
Q(p)=(x;y;2)°{1 1 1} M
01 2|1,

A

siendo (x;y;2) las coordenadas del vector p € R3 respecto de dicha base.
e Expresién polinémica de "Q": Q(p)=2.x2 +y2 +2.22 + 2.x.y + 2.y.z

e Autovalores de "A":

A=NeT|=0=—A3 +522 -
|

e [a expresion candnica de "Q" es:

_ 0 0 Of |x* 0
Q(p)=(x*;y*;z*)°{0 2 OHy*}o.QZ)z(y*F+3.<z*>2
0 0 3| | %
3) Autovectores de A =0 %’

210 X 0 —
{1 1 1} v|=|0 M e
01 2 e
z
%f_J
A—0Qel
=LA= O) {(a;—2.a; eR}l={ae(1;-2;1), VaeR}
El vector hy =(1;—2; 1) es @; se d¢ L(A=0), y una base ortonormal de
L(A=0) eslaqueform 1—h1/Hh1 H—(l/\/g—Z/\/_ 6;1//6).
e Autovectores de A =2
X x=—z
Y y:O}:>

(—a;0;a), VaeR}={ae(-1;0;1), Vae R}
El vector hy ==#£0;1) es una base de L(A=2), y una base ortonormal de
L(A =2) es la que forma el vector w2 =hz/||h2||= (—1/4/2;0;1/4/2).

e Autovectores de A =3

ERE =

A—3e]
= LA=3)={(a;a;a), VaecR}={ae(1;1;1), VaecR}
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El vector h3 =(1;1;1) es una base de L(A=3), y una base ortonormal de
L(A =3) es la que forma el vector w3 =E3/HE3 H= (1/6;1/\/3;1/\/5).

e Matriz de paso ortogonal:

146 =142 1/4/3
c=|-2/"6 0 1/43
1/76  1/42 1743
S
w1 w2 w3

4) St y=2z,es:

Qp)=2.x2+y2 +2.22 +2.x.y +

Sly=2z

=2.x2+272+2.72 +2x.

EJERCICIO (1 PUNT

Analice el caracter de las siguientes johes para los distintos valores del pa-
rametro "k":

Solucion \
1) Es

S k k) k)’
nzl(&(z+2) (2+§) +(2+§) + .
O sea, estam@ serie geométrica cuya razon es 2+ (k/2); asi, la serie es

convergente valor absoluto de la razon es inferior a 1:

124 (k/2)|<1=-1<2+(k/2)<1=-2<4+k<2=>—-6<k< -2

2) Es:
[0 ekxds= tim [ ebxds=L] lim (ek.x)ojz
—00 7—> —oo k 7Z—» —Ooo z
1, ) 1k sik>0
—k-(zinl-w (1-c Z))_{m sik<0
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