‘ EXAMEN JUNIO 2002 I

01) ¢Cudl de los siguientes subconjuntos de R3 es un subespacio vectorial?

a) {(X;y;z) e N3 /2.X+y=z} ; b) {(X;y;z) eR3/x=y, x 22}

c) {(x;y;z) e R3 /x,y,z son nimeros enteros}

02) En un espacio vectorial de dimension finita, todas las b

a) Tienen el mismo numero de element®
b) Pueden tener el mismo nimero deelcaentos
¢) No podemos saber cuantos elemd i

03) ¢Cual de los siguientes vectores es ortogonal a ((Z; Ogy- 1)t ?
a) (0;1;D)t 5 b) (1;2;2)t; ¢ ﬂ;O;O)t

04) Sea "A" una matriz cuadrada de orden 2 t%‘ A ‘ =3;es:
a) [2A|=6; b) [2 ;o) [2A]=3

05) Sea "A" una matriz cuadrada de o 1 que ‘A‘ =2y tr(A)=3:

a) "A" es diagonaliza "A" no es diagonalizable

" es no diagonalizable

¢) No podemos %i '
06) Si "A" esa una matriz % tes A =2,Ay =1y Az =—1, los autovalo-

<

07) Sea la matri aB

res de A3 son

a>7\‘1=2,7\, =—l;b)7b1=8,7bz=ly7\,3=—l

6,7\2 =3y)\,3 =-3

[AAt j(ﬂ, "A" idempotente y ortogonal:

0 A -A A 0
a) B-1'= 0 A}Qb)B_lz[At 0}§C>B_1:[At —I}

08) Si la forma cuadratica Q(x) = xtAx restringida a Bx =0 es definida positiva,

(O8]

podemos asegurar que, sin restringir:

a) Es definida positiva ; b) No es definida negativa
¢) No es indefinida
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09) Si "A" y "B" son matrices semejantes y tr(A) = n, entonces:
a) tr(A—B)=0; b) tr(A—B) =1 ; ¢) tr(A —B) = n2
10) Sea f:R2 > R3 una aplicacién con matriz asociada "A" de rango 2:

a) "f' esun epimorfismo ; b) "f"' es un monomorfismo
c) "f' es un isomorfismo

11) Sean "A", "B" y "C" matrices cuadradas del mismo orden, siendo "A" regular y
simétrica. Si (AC)t = BtA + A es:

2) C=B;b)C=A"1B;¢c)C=

12) Sea la forma cuadritica Q(x;y;z) =a.x2 +b.y2 +c.

a) Es definida positiva < a<0y b
b) Si "a" y "b" tienen distinto sigfi indefinida
c) Es semidefinida negativa <> a ). 0 < 0

13) Indicar qué afirmacion se cumple siempre; L 4

a) Bl complementario de u es un abierto
b) La interseccion finita d%tos es un abierto

¢) La union finita de ab un cerrado

14) El dominio de definicién de (s

a) Dom.f m

2/y>0}
b) Do ;y)Emz/X>O,y>O}
c) Domify= (X;Y)EEK2/XZO,YZO}

15) Las curvas de nivel d%y) =(x—12 +(y—2)2 son:

2 untferencias centradas en el punto (1;2)
Rectds que pasan por el punto (1;4)
afabolas con vértice en el punto (1;2)

16) Sea f:D < R2 > R continua en el punto (a;b) y tal que f(a;b) = 2; entonces,

en el punto (a;b)

a) Los limites reiterados existen y valen 2
b) No sabemos si existen los limites direccionales por rectas
C) lim. fx;y)=2

(x;3)—(asb)

y=b+(x—a)2
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17) Si £:R2 =R es tal que Dyy.onf(a;b) =2y Dyo.nf(a;b) =3, su vector gra-
que Dy, y Doy g

diente en el punto (a;b) es:

o3 v ]

c) Para conocer el gradiente debemos saber si "f" es diferenciable

18) Sea f:D € R2 > R, siempre es cierto que

a) Si "f" es diferenciable en (0;0) existen las derivadas parciales de "f" en (0;0)

y son continuas.

b) Si "f" es diferenciable en (0;0) existen las derivadas fales de "f"" en (0;0)
pero no son necesariamente continuas en (0;0).

c) Si "f" es diferenciable en (0;0) existen las deriv iales de "f" en todo

punto de R2.
19) Si la ecuacién x.cos (T/y) =0 define imph’ci%e a "y" como funcién de

"x" en un entorno de un punto (a;b), en dicho rno:

4
dy___ v ﬂ__M. dy _ _y?.cos (n/y)
Y dx  x.mtg (n/y)’ b) dx > dx  x.sen (T/y)

20) El desarrollo de Mac-Laurin de ord (x;y) =cos (x +y) es:
a) f(x;y) =—(x2 +y2)+T x;y)=1—(x+y)2/2+ T
o) f(x; i+ x +y+ Ty

21) Sea f(x;y) una funcién en 1@3 riables "x" e "y" dependen de la varia-
ble independiente "t" medidnt relaciones x = x(t) e y = y(t); es:
df by df ZOf dx | of dv
Y ¢ 50 dt_ax'dt+ay'dt
_[of L of ) dx dy
ox dy /) dt dt

Q dt
22) La serie de & positivos Y, x, estal que lim x, =0;asf:
n=1 n—poo

a) Es convergente ; b) Es divergente

) Puede ser convergente o divergente

23) Los rendimientos de escala de f(K;L) = (m.K2 +12)1/2 son:

a) Constantes ; b) Crecientes ; c¢) Decrecientes

24) El valor de 1= [, esia)2 3 b)3/2 ;5 )V

dx
A1—x
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Solucion

01) La correcta es la a).

02) La correcta es la a).

03) La correcta es la b): producto escalar nulo.
04) La correcta es la b): ‘ ke A ‘ = kn.‘ A ‘

05) La correcta es la a), pues los autovalores son distintos:

}\,1+7\.2 =tr(A)=3 N toval 5 1
7»1.7»2=‘A‘=2 un autovalores 2y e es
06) La correcta es la b): si A es autovalor de "A" = valor de Ak,
, I 0
07) La correcta es la ¢): s6lo en ese caso sucede qughB @ =lo 1l

tontos.

08) La correcta es la b): si en tu casa todos so Iist(‘, en tu pueblo no son todos
;e

09) La correcta es la a): si "A" y "B" son

tr(A —B)=tr(A =n—n=0

mejantes tienen igual traza; asi:

10) La correcta es la b), pues rg(A) = spacio Inicial).

11) Si "A" es regular (o sea, existe imétrica (o sea, At =A):
(AC)t=BtA+A A+ A=CA=BA+A=

=Ct=(B =BtAAT1+ AA-1=Bt+1=
\ =C=B+1

12) La correcta es la b).
13) La correcta es la b), (% propiedad.

14) La correcta es la Q

15) La correcta Q

16) La correcta ¢ Elq)

17) La correcta es la a): Dy f(a;b)=2=1,(a;b) y D(o,yf(a;b)=3=1£(a;b)

18) La correcta es la b).

19) Siendo F(x;y) =x.cos (Tt/y), sila ecuacién F(x;y) =0 define implicitamente a

"y" como funcién de "x" en un entorno de un punto (a;b), es:

ﬂ__F_X__yz.cos (t/y) _ y2
dx F, ~ x.Msen (T/y)  x.Ttg (T/y)
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20) f(x;y)=f(0;0)+Vf(O;O)0|:);:8}+

+%O[x—0 y—O]'Hf(O;O)'[ 0

’y‘ Oi|+TL;l—(x+y)2/2+TL

£0;0)=1; VE©0;0)=[0 0] ; Hf(o;0)=[j :H

21) La correcta es la b), regla de la cadena.

22) La correcta es 1a ¢): el que una STP cumpla la CN de convergencia no garanti-
za que la serie sea convergente.

23) La correcta es la a), pues "f"' es homogénea de grado

X _ I
24) [ = [0 0.1 ) V2 dx =B(1;3) = ( =2

i~

TEORIA (1 PUNTO) N
Demuestre que dos matrices semejantes tiene@ polinomio caracteristico.

TEORIA (0'5 PUNTOS) Q
Demuestre que la traza de una matriz @lﬂca es nula.
Solucion
n
Si Apxq es antisimétrica = aj; w =0=>tr(A)= ) a;; =0
i=1
TEORIA (1 PUNTO) %

Enuncie y demuestre la ley rrencia de la funcién gamma.

TEORIA (0'5 PUNT@

Calcule fy(x;y) si f QSK es una funcién que admite derivadas direccionales

segun cualquier,

n todo punto de R2 y tal que
z)=f(x;y)+2z, V(x;y) € R2, VzeR

Solucion
af(x;y): lim. fsy+ k) —f(xsy)
aY k— 0 k
o, ECHHR-fCGy) Lk
Tk—)O k k-0 K

es f(x;y+ k) =f(x;y) + k, pues dicen que

t(x;y+ Pepe) =f(x;y) + Pepe
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EJERCICIO (2 PUNTOS: 0'25+1+0'5+0'25)

Sea la aplicacion lineal definida por f(x;y;z) = (2.x +y;x + 2.y;2).

1)
2)

3)

9

¢Es un isomorfismo? Razone la respuesta.

Calcule la matriz asociada al automorfismo "f" en la base canénica de R3 y
construya la expresién matricial, polinémica y canoénica de la forma cuadratica
asociada a dicha matriz.

Obtenga la matriz ortogonal de cambio de base asociada a la forma cuadratica
del apartado anterior.

Clasifique la forma cuadratica.

Solucion
toriales, la aplicacion

Como todo el mundo sabe, siendo "U" y "V" espaci
lineal f:U > Ves isomofismo (o sea, biyectiva) si omorfismo (o sea, in-
yectiva; es decir, sucede que f(p)#f(q)sip#q orfismo (o sea, sobre-

yectiva; es decir, sucede que Img. f =V).

Considerando, como se indica en 2), que W= EE y que la base de referen-

@respecto de dicha base es
O}

cia en N3 es la candnica, la matriz asoc

A=
1

T.a aplicacién lineal "f"' es invectd s el rango de "A" (es 3) coincide con la
y g
dimensién del espacio "inicial!

' también es sobreyectiva, pues el rango de

!
"A" coincide con la dimensi nmpacio "final".
La expresion matricial & cuadritica Q:R3 > R que tiene a la matriz

"A" como asociada respec la base canénica de R3 es
2 1 0 X
x;y;z)el 1 2 0fe|y| (D
0 0 1] |,
%f—J
A
siendo (x;y;rdenadas del vector p € R3 respecto de dicha base.

La expresion polinémica de "Q" respecto de la base candnica es

Q(p)=2.x2 +2.y2 + 2.x.y + 22

Calculemos los autovalores de "A": son las soluciones de ‘A —Ne I‘ =0, que es
la ecuacion caracteristica de "A":
A =3 (simple)
— = —\3 2 =
[A=AeI|=0=-A+5A2 -7.A+3 OZ’{A=1 (doble)
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No olvides comprobar que la suma de los autovalores coincide con Tr(A) y su
producto coincide con ‘A‘ .... as{ podras detectar errores de calculo.

Como los autovalores de "A" son positivos, la forma cua-
dratica "Q" es definida positiva; Q(p)>0, VpeR3 p=0.

Debemos determinar una base B# del espacio vectorial R3 tal que la matriz
asociada a "Q" respecto de dicha base sea diagonal. La base B* es una base
ortonormal de R3 formada por autovectores de la matriz "A", y para "cons-
truit" B#* cada autovalor de "A" aporta una base ortonormal de su
correspondiente subespacio de autovectores.

e Autovectoresde A =1

o 10
(A—1eep=0=1 1 Ofe 0
0 0 0 0
Para calcular una base del subespacio, como el or de orden 1 indicado es
no nulo, eliminamos las ecuaciones segu Feera y parametrizamos "y" y

"z"; resulta x = —y; por tanto:

L(k:l):{(—a;a%a,beiﬁ}:
:{ao(—l;l;O)JQ 1), Va,be R}
0

Los vectores hi =(=1;1;0)y hp

;0;1) son una base del subespacio de

autovectores asociados a A =1, ... os toca la loterfa, pues, de puro churro,
esta base es ortogonal; asi, tores w1 = hj /H}_n ‘= (—l/\/§;1/\/§;0) y
w2 =ho /HEZ H =(0;0;1 na base ortonormal del subespacio.

e Autovectores =3
_ -1 1 0 |x 0
(A B30 D®p=0=| 1 |-1 Ole|y|[=|0
0O [0 2 z 0
Para calcular @ el subespacio, como el menor de orden 2 indicado es
no nulo, elimihgniosfla primera ecuacién y parametrizamos "x"; resulta:

—2.2=0 }:{ZZO}:

= L(A=3)={(c;c;0), Vce R} ={ce (1;1;0), Vce R}

El vector h3 =(1;1;0) es una base del subespacio, y una base ortonormal es la
que forma el vector w3 = }_13/H}_13 H = (1/\/5;1/\/5;0).
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e Diagonalizacion de la forma cuadratica

Como se ha indicado, para construir una base B¥ de R3 que diagonalice a "Q"
cada autovalor aporta una base ortonormal de su subespacio de autovectores;

asi, el autovalor A =1 aporta los vectores w1 y w2 , v el autovalor A=3 aporta
el vector w3. En definitiva, es B¥= {§1 ,Qz ,§3}. Si tomamos B* como nue-

va base de referencia, se modifican las coordenadas de p; como la matriz "C"

asociada al cambio de la base candnica a la B¥* es:

~1/42 0 12

"C" es ortogonal;
€= l/\/E 0 1/\/5 es decir: Ct =C-1

1
T T 7
w1 w2
entonces, si p tiene coordenadas (x*;y#;z%) res de la base B*, es:
L 4
X
y .
z

pecto de la base canodnica (o sea, en
o de la base B*; resulta:

Sustituyendo (II) en la expresion
(D), obtenemos la expresion de "

7%

nica de la forma cuadratica "Q".

que es la exp
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EJERCICIO (0'S PUNTOS)

Analice, para los distintos valores del parametro o, la siguiente expresion:

o0 dx
'[O (x+ 1)@

Solucion

La integral dada es impropia de primera especie, pues el intervalo de integracion

tiene amplitud infinita. Para todo valor de o sucede que f(x)=1/(x +1)% es con-
tinua V x 2 0; por tanto, "f"" es integrable en el intervalo [0;M], siendo:

“+o0
JO dx/(x + 1) _M—> - JO dx/(x
sion=1 n
_i . X:M_ . _
—Mgm_;w (Ln‘x+l‘)xzo _Mim-'k (Ln‘M—Fl‘—Ln‘l‘)—
si—o+1>0
=1 ra® 7
_ lim. ((M+1)—0+1 — -0+l = oo
- (x4 -0t ) M_Mi)eroo (¢ ) )_{ +
fM—w}oo —o+1 =0 —o+1 AL_ 1
5oL 4o-1
—o+1<0
(+oo)positivo =+4oco ; (+oo)negativo = 1 R L _
(+oo)posmvo +oo

N

Asi, 1a integral converge <0(=a>1) ydivergesi —00+120 (= a<1)

©Q
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EJERCICIO (0'S PUNTOS)

Analice, para los distintos valores del parametro o, la siguiente expresion:

oo n
2 (2.nn+1) o8

n=1

Solucion

Caso o > 0: para todo valor natural de "n" sucede que (n/(2.n+1)2 >0,y

si o0>0 también es o >0 para todo "n". Por tanto, si o0 >0, estamos ante una
serie de términos positivos .... y 1a serie plde a gritos el criteni de Cauchy (una se-
rie de términos positivos X a, tal que lim. {/a, =L rgente si L<1y
divergente si L. > 1):
n
. . o
lim. ( n ) .Ocnzhm.( = ==
2.n+1 2 2
Asi, siendo L=0/2, sucede que L <1 (setie conve te) si 00< 2,y sucede que
L >1 (serie divergente) si 00> 2. %
Si o0 =2 la serie se convierte en
n
2 n + ) 2 n + 1

que es divergente, pues no cumple icion necesaria de convergencia:

2

: ~1) m, -
o 2.n+1 T2nt+l =e1/2
hm 2n+1 (l)l ‘ n+ e n+l =e¢ #0
Caso o < O: s10c<0

es "alternada", pues el signo de oL es positivo

o negativo segun que "n'

©Q

t o impar.

ACADEMIA KEYNES 10
Caravija 2, 968 237301



EJERCICIO (1 PUNTO: 0'5+0'S)

Dada la expresion F(x;y;z) =ezY +zLnx + % +2.x-2=0

1) Si esta ecuacién define implicitamente a la variable "z" como funciéon de "x" e

"y", compruebe que se verifican las condiciones del teorema de existencia de la

funcién implicita en un entorno del punto (x;y;z) = (1;0;2).
2) Calcule el gradiente de z = @(x;y) en el punto (x;y) = (1;0).
Solucion
1) Como

* El punto (1;0;2) satisface la ecuaciéon F(x;y;z) =
* La funcion "F" es de clase C! en el punto (1;0;

*F,(1;0;2) = (y.eZY +(Ln x) +%X)
(1;0;2

ariable "z" como funcién

la ecuaciéon F(x;y;z)=0 define implicitamente a
de "x" e "y" (z=@(x;y)) en un entorno d N1,0;2).

2) Al derivar respecto de "x" los dos mie (x;y;2) =0, resulta:

—+§+2
F +F,.2, =0=7 =-F_/F, = X =2 (1;0)=10
— X
Y+ (Lax)+ o

€ 5
Al derivar respecto de "y" los me

ros de F(x;y;z)=0, resulta:

z.e%y +§
Fy+FZ'Zy=O:>Zy\ =— _X:>Zy(1;0>=6

y.ezY +(Ln x)+ T

En consecuencia: V. (10;06)

©
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