EXAMEN SEPTIEMBRE 2001

01) Sea "v" un vector unitario de un espacio euclideo; es falso que:

aA)vew=0,Vw; b)yvev=1; c)—vtambién es unitario

. [1 o]
OZ)SlA—I:O o]

a)"A" es ortogonal ; b)"A" es antisimétrica ; ¢) No existe A1
03) ¢Cual no es subespacior:
)Ly ={(xsysz5t) e R4 /x+y+22-t=
b) Ly ={(x;y;2;t) € R4 /£ <0}
)L ={(x;y;2) € R3 /x+y—2 =®+y+z= 0}
04) Es cierto que {(1;0;1), (1;1;0)} S

a) Es un sistema generador de R3 n sistema libre de R3
c) No se cum ib)

05) Sea f:E+>TF un homomorfism atriz asociada a ciertas bases es

A #0. Si ker.f =<u>, conue
a)dim.(E)=1; b)

0, entonces:

>1; ¢)dim.(E) =rg(A)

06) Sea "X" una matriz de tama%x tal que ‘XXt‘ #0 y sea "I" la matriz
unidad de orden "m". i = 21— X(XtX)~1Xt es:
a) Simétrica ; w\:nte ; ©) Simétrica e idempotente

07) Los valores propios matriz "A" cuadrada de orden 3son 1,0y —1:

a) Los autoy e A~1 son los mismos ; b)No existe A~1

c) A~1 es diagonalizable
08) Si"A"y" @ rices semejantes, entonces:
a) Tienen los mismos autovectores ; b) tr(A) = tr(B)
¢) Sus autovalores son numeros reales

09) Una forma cuadratica es

a) Un polinomio homogéneo de grado 2 ; b) Una aplicacion lineal
c) Una aplicacion de Rn a Rm
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10) Si "A" es una matriz simétrica regular y "B" es una matriz simétrica singular,
de la forma cuadratica cuya matriz asociada es "AB" puede afirmarse:

a) Tiene igual signo que "A" ; b) Tiene igual signo que "B"

c) No puede ser definida positiva

11) Sea "A" una matriz simétrica de orden 3 con valotres propios Ay =1,A, =2y
A3=3. Si u=(1;0;1) es un vector propio de Ay =1, acerca del vector
v = (1;0;0) puede afirmarse:

a) Es vector propio asociado a Ay =1 ; b) No es vector propio de "A"
c) Es vector propio de "A" asociado a A, ahy =3

12) Sea una forma cuadratica Q(x) = xtAx tal que al réstring@irla a un subespacio

"S" es semidefinida positiva; si S* 'S es otro Ga 10, siempre es cierto

que:
a)"Q" es definida positiva 9
b) "Q" es semidefinida positiva en S*
©)"Q" puede ser defini itiva en S*

13) Sea X c Ry a € X un punto fronte%
a) "X" es cerrado ; b) "X"Q 0; ¢) "X" no es abierto
¢

14) El "limite" de una funcién vecto punto es:

a) Una funcién y ; b) Un numero real

c)Un e imeros reales

15) Acerca de una funcién e 1 podemos afirmar:

a) Es how: de grado 1 ; b) Es derivable
)

de las anteriores es cierta

16) Sea f:Dc R2 >

nciéon homogénea de clase 1 y tal que

af(al;bl):a af(az;b2)+b af(a2;b2)
Iy 27 s 27y

al.

Siempre es cier

a) (a13b1) = (az;bp)
b) (ay;b1) v (ag;by) pertenecen a la misma curva de nivel
c) Las anteriores son falsas

que:

17) La ecuacion z2 +x2.y+ x.y.z—3 =0 define a "z" como funcién de "x" e "y"

en un entorno del punto:
a) (2;1;=1) 5 b) (1,1;4) 5 o) (1;3;=3)
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x.y+z2

18) Si f(x;y;2) = .g(x;y;2), siendo g(x;y;z) una funcién homogénea,

X+y+z

acerca de la funcion "f" puede afirmarse

a) No es homogénea ; b) Es homogénea
c) Puede ser o no homogénea

19) Sea f:R2 >R una aplicacion lineal. Podemos afirmar que "f" es derivable

respecto una direccion cualquiera v € R2 y que
a)D f(a)=1(v); b) D f(a)=1f(a); ¢c) D f(a) =f(a) + f(v)

20) Sean f:GC RO Ryg:HC R > R, con g tales que "g" es
diferenciable en x € H y "f" en g(x). Entonces:

a) V((f +£) e g)t(x) = 2Vf (g(X)) X

b) V((f +£)°g)t(x) = 2Jf(g(X X)
o) V((f +1£) e g)t(x) = 2]Jg(f( £(x)
21) Sea f(x;y) tal que £(0;0)=0 ; VE(0;0)t . HE(0;0) = [O _11}
El desarrollo de Mac-Laurin de orden (x;y) =sen (f(x;y)) es:
a) h(x;y)=x—2y 2/2)+ T
b) h(x; Y)=X— ) (y2/2)+ 1y,
¢ h(x;y)=x— 2+TL
22) Sea una serie 2 ag conver S 4Jsu sucesion de sumas parciales:
a)S, es converge puede ser convergente o divergente
lim S,
n— oo
23) Sea f(x) una func1' ua V x €[a;b]y F(x) = j £(t).dt:
f(x); b) F'(x)=—f(x); ¢ f'(x) = F(x)
24) Es cierto q
3 3 (x
) J.y f(x;y).clx.dy:jl Il f(x;y).dx.dy
3 ¢3 3 ¢l
b) Jl Jy f(x;y).dx.dy = Jl JX f(x;y).dx.dy
3 (3 3 (x
c) Jl Jy f(x;y).dx.dy = Jl JO f(x;y).dx.dy
25) El valor de [} ziﬁ es:a)131b)2;0)0
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Solucion

01) La correcta es la a).

02) La correcta es la c).
03) La correcta es la b).
04) La correcta es la b).

05) Como A #0, es ker.f CE(si fuera A =0 serfa ker.f =E); por tanto, siendo
dim.(ker.f)=1 (pues ker.f es el subespacio de "E"
"u"), ha de ser dim.(E)>1.

ue engendra el vector

06) La matriz M = 21 — X(XtX)~1Xt es simétrica, pues

Mt =21 - X(XtX)‘1 Xt)t i 2Tt — }@—1 Xt)t =
(Pepa + Juana)t = Pepa nat T

’estas en orden contrario

traspuesta de producto = producto

=21t — (Xt)t((XtX)—l)t — X((XtX)—l)t Xt =

= 27— X((XtX))~1Xt = %x 6)0)=1Xt = 21 - X(XtX)-1Xt = M

La matriz M = 21 — X( no es idempotente, pues M2 # M

M2 = X)X 21 - X(XtX)~1X*t) =
=41 - 2X(XtX)= 2X(XtX)~IXt + X(X X)X EX(XtX)~1Xt =
—
= EX)7IXE = 2X(X X)Xt + X(XtX)~1Xt =
=41 - 3X(XtX)"1Xt #2M
07) Si A =0 es autovalor de "A" = | A| =0 = no existe A~!
08) La correcta es la b).
09) La correcta es la a).
10) Si |B|=0=|AB|=|A||B|=|A[.0=0= A =0 esautovalor de "AB"=1a

forma cuadratica cuya matriz asociada es "AB" no puede ser definida positiva.
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11) La a) es falsa: si u=(1;0;1) es autovector de Ay =1, como dim.L(A; =1)=1,
los autovectores del autovalor Ay =1 son proporcionales a2 u = (1;0;1), cosa
que no sucede con v =(1;0;0). La c) es falsa: por ser "A" simétrica, si
v =(1;0;0) fuera autovector de Ay =2 o de A3 =3 deberia ser ortogonal a
u=(1;0;1), y no lo es.

12) La correcta es la c).

13) La correcta es la ¢), pues "X" tiene puntos frontera.

14) La correcta es la c).

15) La correcta es la b), por ser la funcién de clase Cl.

16) La correcta es la b): "f"" homogénea de clase 1 = arantiza que el pri-
mer miembro del "pedrusco” dado es f(aj;by) vy iembro es f(ap;by).

17) La c): siendo F(x;y;2) =22 +x2.y+x.y.z— ﬁmto (1;3;— 3) satisface la
ecuacion F(x;y;z) =0 yademas E,(1;3;—3) #

18) Como u(x;y;z) = (x.y +22)/(x +y+2) o’génea (grado 1) y g(x;vy;2)
también lo es, el producto de ambas esm3 i6n homogénea.

19) Si £:R2 > R es una aplicacion lin
f(x;y) = m.x + n.y, siendo const "n". Asf; por ser "f" diferencia-

resion matematica es de la forma

ble en todo punto, en el punto "a ovV= (V1 Vp), es:

D, f(a) = Vf(a) =m.vy +nvy =f(v)

20) La correcta es la ¢):

V(E+1f)eg)t(x)= N )i(x)=2.V(feog)t =2 Jg(f(x)t & VE(x)

21) La correcta es la b)

@:h(o O)+Vh(0 0)e [ 8}+
o G

(0;0)e +TL;X—Y+(X y/2)—(y2/2)+ Ty,

% h(0;0) = sen (f(O 0) =sen 0 =0
#h (0;0) = £ (0;0).cos (£(0;0)) =1.cos 0 =1
%, (0;0) = £,(0;0).cos (£(0;0)) = —2.cos 0 = 2
h,2(0;0) = f,2 (0;0).cos (£(0;0)) — (£, (0;0))2..sen (£(0;0)) = 0
0y (050) = £, (030).cos (£(050)) = (£, (0;0))2 sen (F(0;0)) = —1
% h, (0;0) = £, (030).cos (£(0;0)) — £,,(0;0).£, (0;0).sen (£(0;0)) =1
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22) La correcta es la a): si la serie es convergente, su sucesion de sumas parciales
tiene limite finito (es convergente) .

23) La correcta es la b).

24) La correcta es la a): el dominio de integracion es el triangulo de vértices

(1;1), (3;1D) y (3;3).
25) J(l) dx 1 J'(l) x0.(1- X>_l/2.dX = %B(1’%> —

21—x 2
TEORIA (1'5 PUNTOS)

Enuncie y demuestre el teorema fundamental de la diagonalizacion.

TEORIA (1'5 PUNTOS)
Demuestre que toda funcién diferenciable en un punto erivable en ese punto

1 TO.T/2) _
2" T(3/2)

respecto de cualquier direccion. o

EJERCICIO (2 PUNTOS)

Sea la forma cuadratica Q(xq1;Xp;X3) = 3.x12 +3.x5 X% +2.x1.Xp

1) Exprésela en forma matricial y clasifiquela L 4

2) Halle su expresion canoénica y la matriz de de base.

3) Determine el signo de la forma cuadrét%e restringe al subespacio
SZ{(X1;X2;X =2.X3 =O}

Solucion
1) Consideramos que la base de re en R3 es la candnica; asi, entendemos
que x1,X2,X3 son las coorde e ub vector p € R3 respecto de dicha ba-

se. La expresion matricial def pecto de la base canonica de R3 es:

_ 31 0 X1
Q(p)—%oz x3]e[1 3 0 |e|xp | (D
0O 0 —4 X3
A

indefinida (pues la diagonal principal de "A" contiene

istinto); es decir, en M3 hay vectores cuya imagen segtin
ejemplo, Q(1;0;0)=3>0) y también hay vectores que
tienen imagen negativa (por ejemplo, Q(0;0;1) = -4 <0).
2) Autovalores de "A™:
[A—Lel|=0= - +202 +16A-32=0=>A1=2,4,-4

e Subespacio de autovectores asociados al autovalor A = 2:

B 11 0 X1 0
(A=0OeDe|x, [=0=|1 1 0 |elx,|=|0|=

X3 0 0 —6] |xj3 0
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= (= U0
= L(A =2) ={(a;—2;0), Va e R} = {a e (1;,—-1,0), Va e R}

El vector hy = (1;—2;0) esuna base del subespacio, y el vector

=( 0)
H th \/_ \/_
es una base ortonormal del subespacio.

e Subespacio de autovectores asociados al autovalor A=4:

(| _ [-1 1 0
(A—4eDelx, [=0=|1 -1 0
X3 0 0 -8

X2 =X X2
:>{—8.X3=0}:>{X

= L(A = 4) = {(b;b;0), Vb e R} 5 {b «¢l;1;0), Vb € R}

El vector hp = (1;1;0) es una base del s , v el vector
- hp 1 0)

u2 = 7= s
H h V2
es una base ortonormal del subespa

e Subespacio de autovectores as@s alutovalor A = —4:

7 1 0 X1 0
1 7 0O]e Xo | = 0=
0 0 O X3 0

es una base ortonormal del subespacio.

e Sien el espacio R3 tomamos como base de referencia la base ortonormal que
forman los vectores u1 u2 y u3 se modifican las coordenadas de p e N3, de

modo que si p=xj eul +x}eu2 + X3 ® u3, entonces:
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C=matriz de "paso"

0 x

xo |=|=1/42 /N2 0 |e|xh| ()
T T
ul u2 uj

Sustituyendo (II) en (I) obtenemos la expresion canoénica de "Q":

Qp) =[x; x; x3]e(CtereC)e

2 0
CteAeC=|0 4

0 O
2 0 0
=[Xik XE X§]08 g 04 °

3) La forma cuadratica "Q" es defini
x1 —2.x3 =0, pues siendo x; = 2.

=3.X%+8.X%+4.X3.X2= 2}0[§§i|>051 xp 20y x3 %20
>OyH2—B 21> 0
EJERCICIO (2 PUNTQ
Resuelva -UD dy, siendo D = {(X;y) eER2/y20,x+y<4,x2 l}

Utilice el cambi

Solucion
En general, si para calcular la integral doble de la funcién f:R2 R en el domi-

nio D € R2 hacemos x =hy(u;v) e y=h,(u;v), es:
”D f(x;y).dx.dy:”D* f(h1(u;v);h2(u;v).‘]‘.du.dv

donde D* es el dominio en que se transforma "D" como consecuencia del cambio
de variables, y "J" es el jacobiano de dicho cambio.
> Y
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Determinemos D*:

y20) [@=v/220)  (uy3g
x+ty<4r= u<4 =qu<4

< >1 (ut+v)/221 utv=2
x=(u+v)/2; y=(u—-v)/2

AV uS4
—v>
utvz=2 Uy
| a
1 4 u
L 4
El jacobiano es: Q
9
- /2 |_ 1
a1 -1/2| 2
Por tanto:
X+y=u
X—y=V
dx.dy =|J|.du.dv = du.dv/2
v
y1 v _
.dx.dy—z._UD* u—z.du.dv—
1 (u=4 v=u vy _1 (u=4 du ﬁ v —
—E,J.uzl (J.sz—uu_Z'dV)'du_ 2- u:1 uz( 2 jvzz_u =
1 ju=4 u?—(2-u)? 1 (u=4 —4+4.u
=-. du=-—. ————du=
4 Ju=1 u2 4 Ju=1 u2
N T w
=12 ( — +u).du—(u+Ln\u\)u:l =...
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