EXAMEN FEBRERO 2001
TEORIA

Justificando la respuesta, diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

1) Si "A" es una matriz antisimétrica y "B" una matriz cuadrada cualquiera, entonces
Tr(A +B)=Tr(B).

2) Si"A" es una matriz simétrica A3 es diagonalizable.

3) Si"A" es una matriz diagonal e idempotente, su rango es igfegior a su traza.

4)S8i S= {X1 s e s Xn} es libre, cualquier subconjunto de " ¢n es libre.

5) Si la matriz "A" es regular, las formas cuadraticas » tienen el mismo

signo, siendo Qq(x)=xteAex y Qpr(x)=xteA
Solucion

1) Siendo "A" una matriz antisimétrica y "B" una matriz cuadrada cualquiera del
mismo orden que "A", es cierto que Tr(A + t(B):

Tr(A+B)=Tr(A ? Tr(B)

aij =0=Tr(A) = Zaii =0

A ={a;;} antisimétrica = aj 5

2) Verdadero, pues A3 es simétrica, matriz simétrica es diagonalizable:

atrices es el producto de

la traspuesta de un pr@
las trasmgue n orden contrario

AteAte At=AeAeA=A3

(A3 =(Ae

4 simétrica = At = A|

3) Falso, y para demos@a e el siguiente contraejemplo: la matriz

_|[1 0
r=o Y]
es idempotent A e A =A) y diagonal, pero su rango no es inferior a su

traza, pues rg(A) = Tr(A)=2.

4) Verdadero. Sin pérdida de generalidad, consideremos el subconjunto S*
formado por los "k" (k < n) primeros vectores de "S".

Por reduccién al absurdo: si S* fuera ligado existirfan "k" numeros reales
B1,... .8k no todos nulos y tales que

[31 ® x| +...+Bk ex; =0
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Asi, también seria
Brex;+..+Prox+00xy +00xyo+...+00x, =0

Es decir, también existirfan "n" nameros reales O, ... ,0l) ,0lk+1, ... ,0n (siendo

o1 =B1,. 0 =PBr,0k+1 =0,...,00p =0) no todos nulos y tales que
o1®x|+..+0,ex, =0, porlo que S= {X1, - Xn} serfa ligado, lo que va
contra la hipotesis de que S = {X1 s s Xn} es libre.

5)Si |A|#0=X=0 no es autovalor de "A". Si A; # 0 es autovalor de "A", enton-

ces 1/A; es autovalor de A~1,y como Ajy 1/A; tiene signo, las formas

cuadriticas Qi(x)=xteAex y Qr(x)=xteA-le 1gual signo.

TEORIA 0

Siendo f:E > F una aplicacion lineal, demuestre q

"f" es monomortfismo Kemf = {0}
EJERCICIO (ECONOMI ED

Sea f:R3 > R3 el endomorfismo cuya n respecto de la base canonica de

R3 es f(x1;x0;x3) = (—x134.x1 + 2. ;3.x1 +2.x3).
Analizar si "f" es diagonalizable y e egativo de terminar una forma canonica

de Jordan correspondiente a "f"'. Q
Solucion
e La expresion matricial de cto de la base canénica de R3 es:

e
¥1 X1
y2 x2 | (D) £
5%3 X3

f(x) respecto de B¢ x respecto de B¢

® Los autovalores son:

[A-hel|=0=—M+32—d4=0= A= 24Pl
—1 (simple)

e El endomorfismo "f" no es diagonalizable, pues las respectivas multiplicidades
algebraica (vale 2) y geométrica del autovalor A = 2 no coinciden:
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0 0
dim.L(?u=2)=dim.(9§3)—rg(A—20D=3—rg|: 4 0 1}:3—2:1
30

e Como haran falta, determinemos los subespacios de autovectores:

xt| _ Jooo] [x] [0 __
(A—(-DeDe|xy |=0=|4 3 1|e]|xp|=]|0 :>{;"X1f3'§2 X3}:>
X3 3 O 3 X3 O X1 = —I3.X3

= {Xl - _X3} =SLA=-1)= {(—a;a;a), Vae 9{}

x1| _ [-30 0] |x
(A—2e)e|x5 [=0=| 4 0 1]e|x»
<3 300

El que "f" no sea diagonalizable significa que no existe ninguna base de R3
respecto de la que la matriz asociada a "f" sea diagonal; o sea, no hay ninguna
matriz diagonal semejante a "A". Pero en R3 es posible encontrar una base
B de Jordan tal que la matriz "J]" asociada a "f" respecto de By tiene enla
diagonal principal los autovalores de "A", siendo unos o ceros los elementos
situados en la 1% paralela superior a dicha diagonal y ceros los demas
elementos de la matriz; o sea, existe una matriz "[" de Jordan semejante a "A".

4

atriz 'J' semejante a "A"

e A =—1 es 1, dicho autovalor aparece una vez
atriz "J" de Jordan; como dim.L(A=-1)=1, el
a caja de Jordan a la matriz "J". Como la multiplicidad
es 2, dicho autovalor aparece 2 veces en la diagonal
de Jordan; como dim.L(A =2)=1, el autovalor A =2
"aporta" una caja dan a la matriz "]". Asi, segin nos guste mas, podemos
elegir una cualquiera de las dos siguientes:

b=
j=| 0 2 1| 6 J=

Construccion d

Como la multiplicidad alg 1
en la diagonal principal

autovalor A = —1 "apotfa

algebraica del autQya

principal de la nfa

[@n]l @nl \O)
M —

)
0
=1

0 [0 2
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EJERCICIO (ADE)

Sea la forma cuadratica Q(x1;x2;x3) = 3.x% +2.x1.X3

1) Clasifiquela segtn su signo.
2) Halle su expresion candnica y la matriz de paso ortogonal.
3) Determine el signo de la forma cuadratica si se restringe al subespacio

S ={(x1;x2;x3)/x1 —x3 =0}
Solucion

Consideramos que la base de referencia en R3 es la candnic

; asi, entendemos que

dicha base. Por
e N3 es:

X1,X2,X3 son las coordenadas de un vector p€ R3 res

tanto, la expresion matricial de "Q" respecto de la base ca

1
0 @

— OO

Qp) =[x1 x2 x3] '[

B> OWLWO

4
¢ "Q" es indefinida, pues los autovalores de "A@e signo distinto:

[A—DLel|=0= 23 +3.7»% =0=>A=3,1,-1
e Subespacio de autovectores asociados or A=3
X1
(A=3e])e|x, |=
X3
X

{—3
ﬁ =
= L(\ = 3) k &), V0 e R} ={0(0;1;0), V6 € R}

El vector hy = (0;1;0) % del subespacio, y u1 = hy /H}_nH =(0;1;0) es base

ortonormal.

e Subespacio de s asociados al autovalor A = 1:

x(| _ [-10 17 [x1| [o
( Ye|xs =0:>[0 2 o}o X2 =M:>
<3 10 -1] [x5] [0
—X1 = —X3 X1 = X3
:{ 2.x) =0 }:>{X2=0}:>
= LA =1)={(6;0;0), VO € R} = {0 (1;0;1), VO € R}
Elvector h2 = (1;0;1) es base de LA =1),y u2 =h2/|h2|=(1/2;0;1//2) es

base ortonormal.
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® Subespacio de autovectores asociados al autovalor A=—1:

<t| _ 10 1] [xt] [o
(A—(-T)eT)ye|x3|=0=[0 4 0le|xy|=|0|=
X3 10 1] [x5] [0
x| = X3 x| = X3
:>{4.x2=0}:>{ X2=0}:>

= L(A =-1)={(-0;0;0), V0 € R} = {6 ¢ (-1;0;1), VO € R}
El vector h3 = (=1;0;1) es base de L(A =—1), y el vector

u3 =h3/|h3l|= (-1//2;0;1/+2)

es base ortonormal.

e Sien R3 tomamos como base de referencia la bascgg mal que forman los

vectores uf,u2 y u3, se modifican las coordenadas

E:xfoa1+x’§oaz +x§053,entonces: Q

C=matriz de "paso"

r} [0 142 -1 <]

R3, de modo que si

xo [=|1 0 ° XE @8))
X3 0 1/\/5 X§
T T
ut u3
Sustituyendo (II) en (I) obtenemo esion canodnica de "Q™:
. i
Q(p):%xg]o((:t eAe()e x; =
*
\ *3
0 0] [
* %
=[x} x3 0 (1) 0 o] x5 |=3.(x1)2 +(x5)2 — (x5)2
- *

X3
3 0 0
CteAeC=|0 1 0
0O 0 -1

e "QQ" es definida positiva si se restringe al subespacio dado "S", pues:

Q(x1;x2;x3) = 3.X% +2.x1.X3 ?3)(% +2.X% >0,V (x2;%x3) #(0;0)

S= {(X1;X2;X3)/X1 —X3 = O} = {(X1;x2;X3)/X1 = X3}
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EJERCICIO (ADE)

Sea la aplicacion lineal £:R3 > R2 definida como f(x;y;2) = (x +y;x —2)

Determinar el nucleo y la imagen de "f", y clasificar "f"
Determinar la expresion de "f" respecto de las bases By y By:

By ={(1;1;0), (0;151), (2;0;0)} ; Bo ={(1;0), (1;1)}

Solucion

Consideramos que las bases de referencia en R3y R

on las respectivas
canonicas; asi, consideramos que (x;y;z) son las coordesidas reSpecto de la base
candnica de R3 de un vector cualquiera p € R3, y que son las coordenadas

del vector f(p) € R3 respecto de la base candnica de

Q2 £

BRI |

z
f(l;O;O)J T L £(0;0;1)
£(0;1,0) "

ker.f = {[_) = (X;V;
={p=(xsyi2) €

S

metrizamos "z

,VzeR}={ze(1;-1;1), Vze R}

= ker.f = {Q
El vector (1;—1;1) e ¢ del nacleo de "t

o ¢s inyectiva (monomorfismo), pues el nucleo de "f" no

e Ls:

La aplicacion li

esta formado te por el vector cero del espacio inicial R3.

p € N3 para el que es f(p) = E}, siendo:
A

e Es Im.f:{ﬁe

f—J%
dim.(Im.f) = rgl} é _01:| =2 = Im.f = R2

La aplicacion lineal "f" es sobreyectiva (epimorfismo), pues Im.f coincide con el

espacio final R2.
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e Para evitar que los vectores de las bases dadas By y By se depriman, les ponemos
nombre:

By = {v1 = (151;0), v2 = (0;151), v3 = (2;0;0)}
By ={u1 = (1;0), uz = (1;1)}
Sien N3 tomamos como base de referencia la By = {;1 , V2 ,53} en lugar de la

canonica, se modifican las coordenadas de x; asi, si respecto de la base By el
vector x € R3 tiene coordenadas (x*;y*;2%), es:

N
—

xI [1 o 2] |**
y|= {1 1 0}- v | @
1 lo 1 o] |k
R
vi V2 V3
Si en R2 tomamos como base de referencia la B = {u1, uz} en lugar de la

canodnica, se modifican las coordenadas de %&1, si respecto de la base By el

vector f(x) € R2 tiene coordenadas (a*;m
a*

-G o
u

Sustituyendo (II) y (I1I) cnemos la expresion de "f' respecto de las

bases By y Bo: \

1
—_

N

— *

2% 1 0 2 X
b | Aell 1 Ole|y*|=

0O 1 0 Sk
* x*
:}[;* =M-leAeNe y*
Sk
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EJERCICIO (ECONOMIA)

Siendo "A" una matriz regular, sea la matriz particionada B = [

A2 —1/N2
A2 12

Calcule B—1. Si"A" es ortogonal, ¢lo es también "B"?

Solucion
o Sca B-1= [}z{ ﬂ exijamos que BeB-1 = [5 ﬂ:
e[ =105 Tl & -

AeX/\2—7/2 =1 X =

- AeY/\2-T/2=0 )Y /A2 .
~AeX/V2-7/42=0 ZQ\E
—AOY/N2-T/N2=1] LT =g1/42 T

De la 2% ecuacién se obtiene T = AY, y al sustituir en la 4%, resulta:

—AoY/ﬁ—AoY/ﬁﬂ:—2A-Y/\/§=1:>Y=—*/5A—1 =

2
:>T=A0(—§A—l)=—§l
De la 32 ecuacion se obtiene Z = —AX, y al sustituir en la 12, resulta:

AX/V2 + AX/A2 =1= 2AX/\/2 = 1= X=%A‘1 =

:>z=—Ao(§A—1F—%I

| [A-IAN2 —A-1A2
I TAVC R V)

e .2 matriz "B" onal si Bt = B—1; veamos:
A2 =2

- {—A/ﬁ —I/ﬁ} -

g [AAZ —anNZ]_[AIA2 —AsIA2]
-2 -IA2 ¢ -1/N2 -2
Si "A" es ortogonal entonces At = A~1
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