‘ EXAMEN SEPTIEMBRE 2000 |

€4n
2
1+ag
a) es convergente ; b) es divergente
c) puede ser convergente o divergente

01)Si la serie ) a,, es convergente, la serie Y,

02) Si la serie de términos positivos D a, es divergente, la seic Y, (a, + é)
a) es convergente ; b) es diverge
c) puede ser convergente o dive
03) El desarrollo de Mac-Laurin de orden 2 de f(x; é(x +2.y) es:
a)x+2.y+ T, é
b)x +2.y +%.(X2 +2.x.y +y2) +%¢1 +x+2.y+TL

04) Sea f:Dc R2 — Rtal que £(0;0)= m
2 de g(x;y)=ef(x¥)es:

rrollo de Mac-l.aurin de orden

a) 1+ x.£,(0;0) + y.£, (0;
+x.7.(fxy (0;0) + £ (0;0)

X2.(F 2 (0;0) + £2(0;0)) +

1 : 200-
£ +§.y2.(fy2 (030) + £2(0;0)) + 1Ty,
b)1+X.fX(O;O)+y.fy(O;O)+l. A ( ;O)+2.X.y.fxy(0;0)+yz.fy_g (O;O))+TL

a de las anteriores

05) Sea f:R2 > R2 tal &,y) =(sen (x —y);Ln (x.y)); la matriz asociada a

Df(1;1) es:
M 1ol 7)sal 4

06) Sea f:D C tal que df /dx no es continua en (0;0); entonces:

a) "t" no es diferenciable en (0;0) ; b) "f" no es continua en (0;0)
c) en general no se puede afirmar a) ni b)
07) Sea g:D C R2 > R y f(x;y) =e8(3Y); el dominio de "f" es:

a) Dom.f =Dom.g
b) Dom.f = R2
c¢) Dom.f =R2 —{(0;0)}
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08) Sea f:D < R2 > R tal que Jf(x;y)/dx =—y2, entonces:

a)si "x" aumenta e "y" permanece constante, "f" disminuye

b) si "x" aumenta e "y" permanece constante, "f"' no cambia

sn_n n_mn

c)si"y" aumenta y "x" permanece constante, "f" disminuye

09) Sea g:M\2 > Ry un punto (a;b)€ R2 tal que lim. g(x;b+m.(x—2))=0.

X— a
Sobre la funcién f(x;y) = ———— puede afirmarse que:
P ey 1
a) no existe el limite doble de "f" en (a;b)
b) puede existir el limite doble de "f" en (a;b), e o cdso serfa 1

¢) existe el limite doble de "f" en (a;b) y vale 1

10) Sea F:G € R2 > Runa funcién diferenciable. dicién suficiente para
que la ecuacion F(x;y)=0 defina irnph’citamﬁ 2 variable "y" como fun-

cion de "x" en un entorno del punto (a;b) € G'ess

dF(a;b) dF(a;b) N0F(a;b)
2) ox ady 9 2 ox

11) Dada z=Ln(u2.v) conu=x.y.t y mx.y, se verifica que:
dz _2, 2y J g Yy dz _2, 2y
a)£=—+ ; b)a—z > ; c)£=—+ 5

X tg X.y tg< X.y
12) Sea la ecuacion F(x;y)=0 @ﬁ implicitamente a la variable "y" como
a

#0 ; b) 0

nomn,

funcién de "x"; as que x =z2, entonces:

E, dy _ Fy
1 .sz ; C) e 2.ZFZ

Q(K;L)=5K22.12 tiene rendimientos de escala

13) La funcién de pr
constantes si
@ Da=0;ba=1/3; c)a=1
te2 (x3)

14) Si f:R2 > Res homogénea de grado "t", entonces g(x;y)=
fy (x;y)

a) no es homogénea ; b) es homogénea de grado r —1
c) es homogénea de grado —1

15) El valor de J.S 3 dx e
1—-x

2)2/3 3 b)3/2; o)1
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16) Si "ty "g" son integrables en [a;b] entonces:

f(x
a) J:) g((X;.dX =J:D f(x).dx —J:) g(x).dx

b) jf (f(x) — g(x)).dx = jf f(x).dx + jg o(x).dx
O () +g(x).dx = fx).dx + [ g(x).dx, ¥ ce(ash)

. . . 2 .
17) La integral impropia J.(;t / (cos x)2-P~L.(sen x)29~1.dx es convergente si

a) V p,qenteros ; b) V p,q>0; ¢c) V p, S
1py2 . .y
18) Dada 1= J.O JO f(x;y).dx.dy, cambiando el orden egracion

a) J.éﬁ/; f(x;y).dy.dx ; b) J.(;/;J.S f(x;y).dy,@"‘f

0 : f(x;y).dy.dx
Solucion -

01) La b), pues Y, €20 c5una STP qu ple la CN
1422
lim Sl =120
n—o 1+ +0 f
ay — 0 cuando n es D a, es convergente

= (1;2), Hf(O;O):[g 8}

g2 (0;0)= < ;0).e£(0:0) + (£, (0;0))2.ef(0;0) = fXZ (0;0) + (4 (0;0))2

gy2 (0;0)= fy2 (O;O).ef(o;o) + (fy (O;O))Z.ef(o;o) = fyz (0;0) + (fy (0;0))2
gxy(O;O) = ny(O;O).ef(O;O) + fy(O;O).fX (0;0).ef(0;0) = fxy(O;O) + fy(O;O).fX (0;0)
05) La b), pues la matriz asociada a Df(1;1) es Jf(1;1)

06) La c), pues puede suceder que una funcién sea diferenciable en un punto (y
por tanto continua en dicho punto) sin que sus funciones derivadas primeras
sean continuas en el punto en cuestion.
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07) La a)
08) La a), pues Jf(x;y)/dx =—y2 <0

"n_n

09) La b): aunque no hay garantia de que "g" tenga limite doble en (a;b), silo tie-

nees 0 (pues lim. g(x;b+m.(x—2a))=0),yen tal caso "f" tiene limite 1.
x— a

10) Supuesto que (a;b) € G satisface F(x;y) =0, la correcta es la b).
11) La a):

du_dsdu dudv_2 . 1 i
a_xf Ju ox + v ox (u).(y.t) + (V).(Z.y.sen(x. cos(x.y)) =

Regla de la cadena

2 1
= (X—yt)(yt) + (senzx.y).(z' y.sen(x.x.y)) =

=2+£Eﬁﬁizé+t'
X SCHX.Y X g Xy
¥

dy dy g
12) La a): d—Z=d—Z.d—’Z‘—
y

sl x = 22 Z
d
si F(x;y) =0 define a "ya o funcién de "x" = a _ _F_X
dx Fy

13) La b): Q(K;L)= S.Kz-ﬂ.La emogénea de grado 3.a, y tiene rendimientos

de escala constantes si 3. .
14) La b): si "f" es homo ‘& grado "t", entonces f 5 (x;y) es homogénea de

grado "r—2" y fy( s homogénea de grado "r—1", por lo que el co-

ciente entre amb

mogéneo de grado (r —2)—(r —1)=-1

o Q Can o TOTR/3) T3 3
15) Tab): [ /3.dx =B(1;2/3) = T S @A reh

16) jf (f(x)— g(x)).dx = j; f(x).dx — jf o(x).dx = j; f(x).dx + jg o(x).dx

17) La b), pues jg“/ 2 (cos x)2p-1(sen x)24-1dx = B(pz;q>

18) La a), el dominio de integracién es el que limitan el eje de ordenadas, la recta
y=1 yla parabola x =y2.
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EJERCICIO (1 PUNTO)

Siendo "D" el dominio limitado por x.y=4,x.y=1,y =1,y =4, calcular

HD y.sen (x.y).dx.dy

Utilice el cambio de variables x =u/v,y=v.

Solucion

En general, si para calcular la integral doble de f(x;y) en el dominio "D" hacemos

el cambio de variables x = hy(u;v), y=hs(u;v), es:

jj f(x;y).dx.dy = HD* f(hq(u;v);ho(u;

donde D* es el dominio en que se transforma "D" ¢ ecuencia del cambio
de variables y "]" es el jacobiano de dicho cambio.

En nuestro caso es x =u/v,y=v, es X.y = u; am% calcular la integral doble
"
10

hacemos el cambio de variables indicado, el domi se transforma en el D*

limitado por u=4,u=1,v=1,v=4. ’
El jacobiano del cambio es:
_|dx/du 0x/dy —u/vZ|_1
J= dy/du dy/ 1 | v
Por tanto:
]‘.du.dv :‘l .du.dv
v

1 _ _
v .sen u.du.dv = ”D* sen u.du.dv =

EJERCICIO

a0

——a>1
an+Ina

Estudie el caracter de la serie Z
n=1

Solucion

Si a>1 la serie es de términos positivos, y es divergente, pues no cumple la CN:

1 1 1

a0

li ——= 1 = = =1#0
n_)rnoo an+Ina n;moo 1_'_Lna 1_'_Lna 1+0
a0 “+oo
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EJERCICIO (0'75 PUNTOS)

Determine los valores de "a" para los que es convergente _[ dx

1 (x+2)2
Solucion
Sia=1,es:

X +2 M e

too M M _
| o= lim. [T = Jim. (La|x+2|)," =

= lim. (Ln|M+2|-Ln3)=

M— +o0
Sia#l, es:
M
J""°° dx  _ M dx  _ lim 2)—atl _
I (x4+2)2 Moy oo °1 (x+2)2 Ny —a+l )
1 .
= . lim. (M+2)-a+16+1 =
I=a Mo 4o ( )

®_2+1>0

oo)\—a+1l — 23—a+1) =
——((hoo)matl = 3maH) |
si —a+1<0

En definitiva, la integral dada es conver osi —a+1<0=a>1.

EJERCICIO (1'25 PUNTOS
Sea la funcién f:R2 —» R deﬁm

X2
sen
X2+y 2 y—2

1) Determine su dominio
2) Calcule los limites reit el punto (0;2). En ese mismo punto, calcule

los limites d1recc1on
3) Si definimos £(0; 2)

tas y parabolas.
continua la funcién en dicho punto?

Solucion
1) Es Dom.f 2/x2+y-2#0,y-2#0}
2) Es:
2
hrn sen — = no existe
X—)O y—)2 X2+Y 2 y—2
2
pues sen yX— 5 carece de limite cuando y — 2
2 2
lim. | lim. X sen ——— | = lim, ( 0 sen— |=lim. (0)=0
y—> 2 \x—> 0 X2+Y 2 y—2 y— 2 y—2 y—2 y— 2
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Si la trayectoria de aproximacion de (x;y) a (0;2) es la recta y=2+ m.(x —0)

entonces:
. . <2 <2
lim. f(x;2+ m.(x —0))= lim. .sen =
x— 0 x— 0 x2 + m.x m.X
= lim. senX=—0 en V=g
x>0 X+m m O+m m

Si la trayectoria de aproximacion de es la parabola y =2+ m.(x — 0)2 entonces:

. . 2 2
lim. f(x;2+ m.(x —0)2)= lim. X sen ——— =
x— 0 x— 0 X2 +m.x2 m.x2
= lim. 1 .seni= 1 .sen
x—0 l+m m I+m

3) La funcién no es continua en (0;2), pues carece d oble en dicho punto
(ya que el limite segun la parabola y =2 + m.(x 6

ende de "m").

TEORIA (1'5 PUNTOS) 'S

Sea la funcién diferenciable F(x;y;z), con y=gX;t) y z=g(x;t), siendo dife-
renciables f:R2 > R y g:R2 > R. Calc (x;t), Foo yFo.

Solucion Q

Denotando u=F(x;y;z), como ymf@&t) v z=g(x;t), el valor de la variable "u"
s6lo depende de los valores de vatiables

"x" y "t"; asi, entendemos pedir x

VE(x;t) nos piden la rafi con que P f —
varfa "u" si varia "x" (\r ")y la | Y Y1
rapidez u; con que varigg iaria "t" (sin g —
variar "x"). Q g I

Segun la regla de la cade s

u, =F +F . f +F, g,
u, =Fy.f +F,.g¢

. . . , . ; : : nom,
Al pedir F , piden la rapidez u_p con que varfa uy si varia "x" (sin vatiar "t");

A M = A

al pedir F, piden la rapidez u > con que varfa u si varfa "t" (sin variar "x").
Es:

o d(uy) _ O +Fy i+ Fugy)  9(Fy) s d(Fy.fy) L OFgx)
x ox ox ox ox ox ?

En los dos dltimos sumandos aplicamos la regla de derivacion del producto
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_O(F,) , d(Fy) A(fx) , A(E,)
= ax + ax .fX+Fy. ax + ax gx

M’TJ
N < M
oQ ‘Fh
A M = A
\<*TJ
N < M
oQ ‘Fh
A M = A
!—NT—\
N < M
oQ ‘Fh
A M = A

:(FXZ +Fc £y +Exgx) +(Fy +Fy2.fX + 1y g80- Fo.f o+

JF, /0x aF&/aX

+(Fy, +Fyz.fX +Eo.g0).8x

Es:

_O(uy) _ IFyfe +E.ge) %’t) N d(F,.g¢) _
2Ty T ot Jot 4

En cada sumando aplicamos la r derivacion del producto
IFy) ot ) Ago) Y
__\y gt) _
=3 f¢ + Fy. 5 ¢ +F,. o
=(Fy2.ft+FZy.gt).ft+ Fy, fe+F2.g0).g¢ +F,.g2
’ JE, /3t

dFy /ot
TEORIA (1 PUNTO)
Demostrar que si la fun C R > R es diferenciable en un punto a € G,
entonces es derivable di almente segun la direccion de cualquier vector no
unte.

nulo ve R en dich

TEORIA (1
Demostrar que s i6n £:\2 > R es de clase C2 y homogénea de grado 1

entonces su determinante hessiano es cero.
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