EXAMEN SEPTIEMBRE 2000

01) Sean "A" y "B" matrices simétricas de orden "n", siendo "A" definida negativa y
"B" definida positiva. Si Q(x) = xt(A —B)x, entonces "Q" es:
a) definida positiva ; b) definida negativa ; c) indefinida
02) Si A es autovalor de "A", ¢cudl de los siguientes valores es autovalor A —1I?
AA—=1; b)A+1; oA

03) Sean "A" y "B" matrices semejantes. Si "A" es diagon entonces:

a) "B" es diagonalizable y tiene los mismos Vec®ropios que "A"

b) "B" es diagonalizable y tiene los mismos v opios que "A"
c¢) "B" no es necesariamente diagonalizable

04) Dada la forma cuadratica Q(x) = xt(A —B)x, congA € Moy (R), v |A| <0

a)"A" es definida negativa ; es indefinida
c)"A" puede ser nida

05) Sea A € M3x3(R) una matriz cuy tores propios son los vectores del
conjunto < (1;1;0), (0;0;,—1) >. En

a)"A" es diago

c
b) "A" no es @al' ble
¢) No puedé s si"A" es diagonalizable
06) Sea Q(x;y;2) = (—1)01.1N 2.0.x.y +2.0..y.z, donde O es un natural im-
par. sCudl es el signo el subespacio S = {(X;y;z) eR3/y= O}?
a) indefinida

b) definida positiva
¢) definida negativa

untos de autovalores, ¢cual corresponde necesariamente a

able de orden 3?:
a) 7\‘1 =7L2 =7\‘3 =1
b) 7\‘1 =7\‘2 =1,7\‘3 =-1
C) 7\,1 21,7\,2 2—1,7\,3 =0

07) De los siguie

una matriz diag&redi

08) Sea A < R2 un conjunto y "a" un punto interior a "A". Entonces:

a) "A" no es un conjunto cerrado ; b) "A" es un conjunto abierto
c) En general, las anteriores son falsas
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09) Sea A € M3x3(R) con tr(A)>0y|A[<0.Si A1, A2, 3 € Rson los valores

propios de "A", scual puede ser el signo de los autovalores de "A"?

a))u1<0,7»2 <0y7u3<0 5 b)?\.1<0,7\,2 >0y7\,3=0
C)7L1<0,7L2 >Oy7»3>0

10) Si H ={(a;2;0), (a;0;b),(a2;b;b),(0;2;2)} = R3, entonces:
a)"H" eslibre ; b) "H" esligado

c) "H" puede ser libre o ligado segun sean los valores de "a" y "b"

11) Si "A" es una matriz idempotente, ¢cudl no es ciertar:
a) — A es idempotente ; b) At eside

e
) Si"A" es regular = A=l es ide e
12) Sean "U" y "V" dos espacios vectoriales sobre el ﬁe los numeros reales y

f:U > V una aplicacion. ¢Cual de las siguiente§fatirfhaciones es cierta?
a) f(—u) =f(u) = "t" esaplicacion 1 eal,
byVueU,VaeRes f(ou) = af(%f' es aplicacion lineal

c) "f" es aplicacion lineal = (0
13) Dada una aplicacion lineal f: 3R> e dim(ker.f) = 3, entonces:

H
a)"f" es monomorfi ; b) "' es epimorfismo
¢) No se puede si "f" es epimorfismo
14) Sea f:E + F un monomorfis ciefto que:
1m(Im.f) = dim(F)
N im(Im.f) =dim(E)

im(Im.£)=0

15) Sea "Q" una forma cuma cuya matriz asociada es idempotente, ¢cual de las
siguientes afirmacigfic es cierta?

" puede ser definida positiva
'Q" puede ser semidefinida positiva
'Q" puede ser indefinida

16) Sea "A" una matriz cuadrada tal que uno de sus valores propios es A = 0; asi:

a) A =0 también es valor propio de At
b) A =0 es valor propio de A + B para toda matriz cuadrada "B"
c) en general, las anteriores no se cumplen
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17) Sea "A" una matriz cuadrada tal que uno de sus valores propios es A = 0; asi:

a) A = 0 es valor propio de A — B para toda matriz cuadrada "B"
b) A = 0 es valor propio de A ® B para toda matriz cuadrada "B"
c) en general, las anteriores no se cumplen

18) Dada la matriz particionada C = [18 Alt}, siendo "A" ortogonal, es:

) c—lz[l%t ﬂ ; b) c—lz[f})t }J ) c—l=[%t ‘jﬂ

&
$
&)
N
S

©Q
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Solucion
01) Si "A" es definida negativa = xtAx <0.
Si "B" definida positiva = xtBx > 0.
Asf: Q(x) =xt(A —B)x = xtAx —xtBx <0 = "Q" es definida negativa.

02) Como todo el mundo sabe, si A es autovalor de "A", entonces A+k es
autovalor de A +keT; por tanto, A —1 es autovalorde A —1eI=A —1.

03) Si "A" es diagonalizable = 3P /P-1e AeP = A (siendo A una matriz diago-
nal); y si "A" y "B" son semejantes = 3 C/C-1eBe(C

C_1°B°CiP°A0P—l =P-leC-1le

P-leAeP=A=A=DPe
= (CeP)~leBe(CeP)=A = "Blles diagonalizable

Es sabido que dos matrices semejantes tienen los @smos autovalores.

04) El determinante de una matriz cuadrada e@ducto de sus autovalores; por

tanto si "A" es cuadrada de orden 2 ( autovalores) y su determinante
es negativo, entonces los dos autovaljmwn distinto signo, por lo que la
forma cuadratica Q(x) = xtAx es 14:]?3

05) La matriz A € M3x3(R) no es djag@nalizable pues con sus vectores propios (el
subespacio de R3 engendrad ctores (1;1;0) y (0;0;—1)) no se puede
formar una base de R3. m

006) Es: Qx;v;2) =

+2z2 +2.0.x.y+2.0.y.z =

= (—1)%.x2 + 22 =

22 =[x z]e I:_Ol g) 3 I:}Z(:| = indefinida

o impar = (—-1)&% =-1

07) El tercero, p los autovalores son distintos.

08) El que un conjunto A C R2 tenga un punto interior no garantiza que "A" sea
abierto, ni que sea cerrado.

09) La traza de una matriz cuadrada "A" coincide con la suma de sus autovalores;
asi, siendo tr(A)>0, los autovalores no pueden todos negativos (= a) es
falsa). El determinante de una matriz cuadrada es el producto de sus
autovalores; asi, A =0 no es autovalor de "A" si det.(A)<0 (= b) es falsa).
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10) Es ligado, pues como dim(R3) =3, el nimero maximo de vectores LI que se

pueden encontrar en R3 es 3.
11) Si "A" es una matriz idempotente (= A2 = A), entonces:
a) (A2 =(—A)e(—A)=A2 =A #—-A = — A no es idempotente
b) (At)2 = Ate At = (A e A)t =(A2)t = At = At esidempotente
o (A D2 =A-TeA-1=(AeA)1=(A2)"1 =A-1 = A-lesidempotente

12) Si £:U> V es una aplicacion lineal, la imagen del vector cero del espacio

inicial "U" siempre es el vector cero del espacio final "V,

13) Siempre es dim(ker.f) + dim(Im.f) = dim(Espacio Inf

3+dim(Im.f) =5 = dim(Im.f) =2 = dim
= "f" es sobreyectiva (epimor
14) dim (ker.f) + dim (Im.f) = dim(Esp@iciaD ?

Si"f" es monomotrfismo = ker. 01 dim (ker.f) =

= dim(Im.f) = dim aqid Inicial)
15) Todo el mundo requetesabe que los a s de una matriz idempotente s6lo

o)
pueden tomar los valores 0 y 1; por@ndo "Q" una forma cuadratica cuya

matriz asociada es idempotente, s "Q" no puede ser indefinida (su
matriz asociada no tiene autoval sitivos y autovalores negativos).

5 O Sca:

Final) =

16) La correcta es a): los autovalo
de su traspuesta.

atriz cuadrada son los mismos que los

d ada es el producto de sus autovalores; asi, si

17) El determinante de una
A =0 es autovalor de ' K A|=0,y como |[AeB|=|A||B|=0/B|=0

podemos garantizar q O es autovalor de A eB.
18) Recuerda que si' ogonal entonces At = A1,
La correcta eexlglr que O }} o |® |:}Z< }1 = |:5 ? , resulta:
rAX + Z = X = At
AX+7Z AY+T|_ |1 :>4AY+T:O Y=~
AtZ AT |70 I AtZ =0 Z=0
AtT = T=A
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TEORIA (2 PUNTOS)

Justificando la respuesta, diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

1) Si"A" y "B" son matrices cuadradas de rango "n" y rango maximo "n", la matriz

A B yla matriz particionada (A B) tienen rango "n".

2)Si f:E> Ry g:E > R son aplicaciones lineales, la aplicacion f.g:E+> R de-
finida como (f.g)(x) = f(x).g(x) es aplicacion lineal.

3) Sea "v" vector propio de una matriz "A", asociado a un valor propio A; al mismo

tiempo, "v" es vector propio de otra matriz "B" asociad n valor propio W.

Entonces "v" es vector propio asociado a la matriz A e + B.

4) Si "B" es una matriz ortogonal y "A" es una matriz orden que "B", en-
tonces Bt® A eB y"A" tienen el mismo polinomio eristico.

5) Si £::R3 > R3 es una aplicacion lineal con miaggiz @sociada "A" semidefinida
(positiva o negativa), entonces "f'" es monomorﬁsmg.

Solucion
1) Es cierto que rg(A @ B) = n, pues si "A" %on matrices cuadradas y su rango

maximo es "n", entonces son c¢ de orden "n". Ademais, si es
rg(A) =rg(B) = n, entonces "A" y | ienen determinante no nulo, por tanto:
|AeB|=|A 0= rg(AeB)=n

Es cierto que la matriz particio tiene rango "n", pues como dicha ma-

triz tiene "n" filas y "2.n" %u rango maximo es "n"; y es rg(A B)=n
porque en (A B) existe
o de "B").

2) Falso, pues:

no nulo de orden "n" (el determinante de "A"

=f(onex).g(0l®x) ?062 o f(x).g(x)=

' y "g" son aplicaciones lineales, es:
e x)= 0o £(x) ; g(0tex)= Lo g(x)

=2 o (f.g)(x) £ 008 (F.g)(x)

3) Verdadero, pues:
Si "v" es vector propio de "A" asociado al autovalor A= Aev=»Aev.

Si"v" es vector propio de "B" asociado al autovalor L = Bev =l ev.
Es: (A+B)ev=Aev+Bev=_Aevi+uev=_RA+U)ovV.
Es: (AeB)ev=Ae(Bev)=Ae(Luev)=pue(Aev)=Le(Aev)=(L.A)evV.
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4) Verdadero: si "B" es una matriz ortogonal, entonces Bt = B~1; asi, sucede que
H = BteAeB =B-leAeB; por tanto, las matrices "H" y "A" son semejantes, lo

que garantiza que tienen el mismo polinomio caracteristico.

5) Falso: si la matriz "A" asociada a la aplicacion lineal £:9R3 > R3 es semidefinida
(positiva o negativa) = A =0 es autovalor de "A" = "A" tiene determinante

nulo (recuerda que el determinante de "A" es el producto de sus autovalores)
= rg(A) < dim(Espacio Inicial) = """ no es monomorfismo (no es inyectiva).

TEORIA (1'5 PUNTOS)

Demuestre que autovectores asociados a autovalores disti son linealmente inde-

pendientes. o

EJERCICIO (1'75 PUNTOS)
Sea la forma cuadratica Q(x1;x2;x3) = X% + Xzi + 4.)%+ 4.x9.x3

1) Clasifiquela segun su signo.
2) Halle su expresion candnica y la matriz d
3) Si a € R es un pardmetro cualquiera, detm

se restringe al subespacio "S", siendo:

ogonal.
el signo de la forma cuadratica si

Solucion %
Consideramos que la base % a en el espacio vectorial R3 es la canodnica;

cteren
asi, entendemos que x1,X» as coordenadas de un vector p € R3 respecto
de dicha base. Por tanto, i6n matricial de "Q"
respecto de la base canoni€adlefi3 es: &)
_ 0 0] [*1
Q(p) =[x1 0 1 2jeIxz| ()
0 2 4] |x;
A

1) La forma cuadratica "Q" es semidefinida positiva, pues todos los autovalores de
"A" son no negativos (= 0):
1-A 0 0
0 1-A 2
0 2 2-A

= - +6A2-5A=0=-A.A2 -6A+5=0=A=0,1,5

‘A—XOI‘=O: =0 =

ACADEMIA KEYNES 7
Caravija 2, 968 237301



® Subespacio de autovectores asociados al autovalor A=0:

X1 _ 1 0 O X1 0 <1 =0
(A=0el)e|xr |=0=[0 1 2|e|xp[=]|0 :>{ l }:>
X3 0 2 4] |xj3 0

= L(A =0)={(0;—-2.0;0), VO € R} = {6 ¢ (0;—2;1), VO € R}
El vector h1 = (0;—2;1) es una base del subespacio, y el vector

ur =hy /|| b= (0;-2/45;1/45)

es una base ortonormal del subespacio.
e Subespacio de autovectores asociados al autovalor A =
X1 _ 0 0 0 0
(A—1e)e|xy |=0=(0 0 2 0=
X3 0 2 0
2.x3=0 Xp =
:>{2.XZ +3.x3 =o} !o}:>

= LA =1)={(6;0;0), VO e% *(1;0;0), VO € R}

El vector hy = (1;0;0) es una base de

es una base ortonormal del subespacio”
e Subespacio de autovectores as cml autovalor A = 5;
-4 0 0 X1 0
0 —4 2 |e|xy[=|0|=
0 2 -1 0

X3

.x1 =0 ) x =0 _
X3 =4.Xp X3 = 2.X)

(0;6;2.0), VO € R} = {0 ¢ (0;1;2), VO € R}

cio, y el vector

=(1;0;0)

(A—5el)e

El vector h3 = es una base del subespacio, y el vector

usz = E3/HE3H = (0;1/\/3;2/\/5)
es una base ortonormal del subespacio.

® Si en el espacio M3 tomamos como base de referencia la base ortonormal que
forman los vectores uf,u2 y u3, se modifican las coordenadas de pe R3, de

modo que si p = X] oyl + X5 ous + X3 ® u3, entonces:
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C= matriz de "paso"

X1 1 Xl
xp | = —2/\/_ 0 1/\/_ . x2 (ID)
31 A5 0 245 |x
T T 1
u u2  uj
Sustituyendo (II) en (I) obtenemos la expresion canodnica de la forma cuadratica

"Q" (o sea, la expresion de "Q" respecto de la base oggonormal de R3 que
forman los vectores ui,u2 y u3); resulta:

QP =[x{ x5 xj]e(Cteas

0 0
CteAe(C= ’

W% D %

= (x5)2 +5.(x3)2

W% DN % — %

itiva si se restringe al subespacio dado

e [a forma cuadratica "Q" es defimida
"S", ya que:
Q(x1; %12 +x5 +4.x3 +4.xp.x3 =

2.x3)2 +4.x3 +4.(2.x3).x3 =

—a.X» = =2.a.
S= {(Xl' ; _5 Xi } {(Xl Xz,X3)/ 2;;}

=(16+4.22).x5 >0, V x3 #0
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EJERCICIO (1'75 PUNTOS)

Sea la aplicacion lineal £:R2 > R3 definida como:

f(x;y)=GB.x—y;y;2.x+y)

1) Hallar la matriz asociada a "f" respecto de las bases candnicas
2) Determinar el nacleo y la imagen de "f", y clasificar "f"
3) A partir de la matriz de 1), determinar la matriz asociada a "f" respecto de las

bases {(=1;0), (1;2)} de R2 y {(1;1;0), (1;—1;0), (0;0;1)} de R3.
Solucion

1) Consideramos que (x;y) son las coordenadas respe base canonica de
R2 de un vector cualquiera p e R2, y que (u;v;Q las coordenadas del
H es

vector f ([_)) e R3 respecto de la base canénica de i

i i

£(1;0) ¢ Lf(O 1)@

2) Es: Q
ker.f ={p=(x; / £(p)

={p=(x;y) e K2 ;y;2.x+y)
.X—y 0
2x+y 0

Como ker.f ={(0;0) e

tonces "f"' es monomorfismo (inyectiva).

o Eslm.f={ke® '6
©

—1
dim.(Im. f)—rgli l:|=2
2

£(1;0) 4 Lf(O;l)

Los vectores f(1;0) =(3;0;2) y £(0;1) = (-=1;1;1) son una base de Im.f; y como

Im.f # R3, entonces "f" no es epimorfismo (no es sobreyectiva).

para el que es f(p) = k} siendo:
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3) Si (x*;y*) son las coordenadas de p respecto de la base {(—1;0), (1;2)}, es:

X -1

bk

(1,0 4

e Si (u*;v*;w*) son las coordenadas del vector f(p)

{k1 = (1;1;0), k2 = (1;—1;0), k3 = (0;0; 1)}, es:

ﬂ. [;‘I} (I0)

(1;2)

€ R3 respecto de la base

HElE
v =1 -1 0 V* (III)
W 0 0

T 1

ki k» k

e Sustituyendo (II) y (III) en (I) obtenemos la eQn de "f" respecto de las
bases {(—1;0), (1;2)} de R2 y {(1;1;0), (1;—1;0), (0;0;1

)} de R3; resulta:

’7

1 1 0] [v] [3 = 17 T

1 =1 Of|e|v*|[=[0 2}0[*:>

0 0 1| |wx| |2 y

u* 1 1 0 —1 m %
v l=|1 =1 0 1 -[‘01 ﬂ- X*}

wk 0 1 LY

~
&
©
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