‘ EXAMEN JUNIO 2000 I

01) Si la funcién f:D < R2 > Rtiene limite 3 en el punto (a;b), ¢cudl de las

siguientes afirmaciones no se cumple siemprer:
a) sif(a;b)=3,"f" es continua en (a;b)
b) existen los dos limites reiterados de "f" en (a;b) y valen 3
c) lim. f(x;m.(x —a)+b) existe y vale 3
X— a
02) Sea una funcién £:D € R2 > Ry un punto (a;b) € Paacud! de las siguientes

condiciones garantiza que "f" es diferenciable en

(a;
a) lim. (f(x;y) = f(a;b) = fy(a;b)(x - aQa;b)(y ~b))=0

(x;y)—> (a;b)
b lim. f(x;y) —f(a;b) —fx (a;b)(x y(a;b)(y = b) 0
(533> (a5b) V(x = 2)28 (5 4b)2
¢ lim. (F(x;y)— fx(asb)(x - b)(y = b)) =0
(x;y)= (a;b)
03) Sea una funcién g:D < R2 > Ryl on "f" dada por f(x;y)=Ln g(x;y).

a) Dom. f =Dom. g
b) Dom. f = Dom! ;) €R2 / g(x;y)> 0}

¢) Dom. f = {(XWZ o(x;y) >0}

04)Si f:DCRZ>Rest . f(x;m.x+1)=1, V m, entonces:
x— 0

a) Existe m.

;)= (051

f(x;y) y vale 1

b) Si lim. f(x;y), entonces vale 1
39— (0s1)
f(x;mx2+1)=1, Vm
0
05) Si la serie Y, #==€s convergente, la serie », 7*0
n=1 n=1

a) es convergente ; b) es divergente
c) puede ser divergente u oscilante
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06) Sila seric Y, a, es convergente, la seriec Y, (a3 —2)

n=1 n=1
a) es convergente ; b) es divergente
c) puede ser divergente u oscilante
07) Sea una funcién f:Dc R2 > Ry un punto (a;b)eD. Si v=(vi;v2)t, la
derivada direccional Dy f(a;b) viene dada por

f(a+A.vi;b+Avy)—f(a;b)
A
$ t =

—0
08) Sea £:D € R2 > R tal que en todo punto cumple (x2;—y%)
a) S1 "x" aumenta e "y" permanece constant 16n aumenta
b) Si "y" aumenta y "x" permanece constante} ciébn aumenta
c) No se cumple necesariamente ni a) ni b

09) Si f(x;y)=3.exY, su desarrollo de Mac—i ::urinde segundo orden es

a)3+3.x—3.y+%.x2—3.x.y+ L3 b)3x—3y+ Ty

a) Jf(a;b)ev ; b) Vi(a;b)tev ; ¢) ?lbim.

c) 3.X—3.y+é.x2 +§.y2 + Tt
2 2
10) Sea F:GC R2 >R una funcid ogénea de grado cero. Si la ecuacién
F(x;y)=0 define a la variablggey"§¢omo funcién de "x" en un entorno del
punto (a;b) € G, entonces:
' Y( ' X '
a) y'(x) ; )=—5359yx=0
y y y(x) y

1) Si f:GCR2H>R e
funcion f_p (x;y) +

ncién de clase C3 homogénea de grado 3, la

)

a Qmogénea ; b) Es homogénea de grado 1
c) Es homogénea de grado 3
12) Sea £:G tal que Vtf(x;y;2)=(1;1/y;1/V1=22); si x=u+v,

X=ut+v;y=eWV z=sen uv

entonces
a) % =1+2v
b) %= 1+e%V +cosuv
of _ 1 1
) Jdu =1+ eu.v * COS U.V
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13) La ecuacion x2.y+y.z2 —2.2=0 define a "z" como funcién implicita de "x"

e "y" enun entorno del punto

2) (0;1;2) ; b) (=1;1;1) 5 ©) (1;2;1)
14) Sean "f" y "g" dos funciones integrables en el intervalo [a;b], entonces
D) |7 £(0.dx = [* g(x.dx = [ £(x).dx
b) [ £(x).g(x).dx = £(x). [ g(x).ds +g(x).[ F(x).dx
c) j; (F(x) + g(x)).dx = [ £(x).dx + jcb o(x).dx, V c€(a;b)

: : : 2 x2
15) Al cambiar el orden de integracion en I= -[l lX x. yady. dXpresulta

a) J.14J.\2/§ x.y.dx.dy ; b) J.Z\Ejf XydxtQ;J.Z\E x.y.dx.dy

16) Sea f(x) continua V x €[0;b], con b> 0. Pode

L 4
a) Si"F" es una primitiva de la funcié@entonces J.C])D f(x).dx =F(b)

b) La funcion f(x) siempre admitira
c) La funcién f(x) no siempre adpmigl

17) Senale la respuesta correcta
= 1. _Jr - ‘o) = —B(q-

Solucion 5\%

01) EI que "f" tenga lim 1 punto (a;b) no garantiza la existencia de los dos

afirmar que:

ftivas en en el intervalo [0;b]
mitivas en en el intervalo [0;b]

limites reiterados cn (a;b).

02) La b)
03) La b) @
04) La b)

05) La b), pues >, 71 es una STP que no cumple la C.N. de convergencia:

lim 7*n =79 =120
n—>o0 4

Como Z an es convergente entonces ap, — 0 cuando n — oo
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06) La b), pues Y (ag —2)=—> (2-2a2)y 3, (2—a3) es una STP que no
cumple la C.N, ya que 2—a2 —2#0 cuando n — oo,

07) La c)

08) La a), pues la derivada de "f" respecto de "x" es positiva.

09) La a)

10) La a)

pues F(x;y) =0 define a "y" como funcién de "x"

oY _Fx ¥
y(®)=-—57 =
Fy 4 x &
neEn A F_X—_X
F" homogénea de grado 0 = x.F +y. T
v X

11) La b): si "f"' es homogénea de grado 3, todas sbciones derivadas segundas

son homogéneas de grado 3—2=1. /'S
12) La a): %

o _ 3 s, o 9z _
du Ox du 0z du

=l.l+l.v.eu'V v.cosuv=1+4+2.v
y 72

y— V
pues %v = VJ1-22 =cos u.v
13) La 2)
14) La a), pues [ g(x).dm&s [ f(x).dx = jf f(x).dx

15) La a)
16) La b) ?
@ Pp_ I _ T2 _ 1 _ 1

17) La 2): P(2; +p)  p(p+D.T(ME)  p+D) pp+D) pp+1)

TEORIA (1'25 PUNTOS)

Demostrar que si f::R0 — R es una funcion de clase Cl y homogénea de grado

"t", sus derivadas primeras son homogéneas de grado "r —1".

TEORIA (1'25 PUNTOS)

Enuncie y demuestre la ley de recurrencia de la funciéon I'(p)
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TEORIA (1 PUNTO)

Sea f(x;y) una funcién homogénea de grado 1 y clase 3. Demuestre que su

desarrollo de Taylor de orden 2 en el punto (a;b) esta dado por
f(x;y) =x.fx(a;b) + y.fy(a;b) +

1
+§.(x2.fX2 (a;b) + 2.x.y.fxy (a;b) + y2.fy2 (a;b)) + Tt

Solucion

El desarrollo de Taylor de orden 2 de "f" en el punto (a;b) es:
f(x;y)=f(a;b) + (x —a).fx(a;b) + (y — b)
1
+§.((x —2)2.£_p (a;b) +2.(x —a).(y — b). fyy (asb) + ﬁii

2F 2 (a;b))+TL =

?

Como "f" es homogénea de grado 1, segun el teorema de Euler, en (a;b) es:
a.fy (a;b) + b.fy(a;b) =f(a;b) = f(a;b) —a.fy(a;b) — b.fy(a;b) =0
Como "f" es homogénea de grado 1, sus funciones detivadas primeras fy y fy
son homogéneas de grado cero. Aplicando el teorema de Euler a la funcién fy

en el punto (a;b), es:
A b) | A ()
ox dy
y aplicando el teorema de Buler a la funcion fy en el punto (a;b), es:
Afy(ash)  A(Fy(asb))
a. +b.
o dy

Si multiplicamos respectivamente por "a" y "b" las ecuaciones (I) y (II) y
después las sumamos miembro a miembro, resulta ser:

a2.f_ (a;b)+ 2.a.b.fyy(asb) + b2.fy2 (a;b)=0

=0= a.f_ (a;b)+ b.fyy(a;b) =0 (1)

=0=a.fyy(a;b) + b.fyz (a;b)=0 (1)

n_n

Si multiplicamos respectivamente por "x" e "y" las ecuaciones (I) y (II) y
después las sumamos miembro a miembro, resulta ser:

a.x.f o (a;b) + b.x.fyy(a;b) +a.y.fyy(asb) + b.y.fyz (a;b)=0

N

=x.fx(a;b) +y.fy(a;b) +

1
+§.(X2.fX2 (a;b) + 2.x.y.f5y (a;b) + yz.fyz (a;b)) + T,
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EJERCICIO (1 PUNTO)

Mediante el cambio a coordenadas polates, calcule -”D (x2 + y2).dx.dy, siendo

D={(x;y)€R2 /x2+y2<4, y=20, x2y}
Solucion

El dominio "D" es el primer octante del circulo de centro en el origen y radio 2

JJ (x2 +y2).dx.dy=JJD p3.dp.d6 =

— p:2 9275/4 3 TC p 3 —
=10 (e:o de)p dp= _[ _, P3.dp=
EJERCICIO (1'25 PUNTOS)

Probar que f:R2 — R admite derivadas de primer @ en cualquier punto de

R2 pero no es diferenciable en (0; O)

f(Xy) — X2 + Y2 51 (X’Y> Z
(0’
Solucion
Las derivadas primeras de "f" en el pu
(O + 7\,) 0
+ + A2 _|_ 2
£.(0;0)= lim, - 7"0 f( OFM2+02 i Qo
A— 0 0 Ao 0 M
0.(0 + 9) B
f 2+(0+0)2
fy(030) = lim (0:0 ’> N el L) U B
06— 0 A 0—0 6
Aunque en un punto %@ 0) podemos calcular fy(x;y) y fy(x;y) con las
reglas de denvacwn mos mejor si usamos la definicion:
(x+A).y Xy
+A;y) - f(x; x+A)2+y2 x2+4y2
£ (x;y) = y) Y _ o, EFA) y}L ye
A—>0
_ (X2+y2)y At+2x)xy _  y*-x?
T30 (FAR A0 r2) G2 ay2)
fy(X:Y>$ X, (XZ + y2>2
Como f(x;y) = f(y;x), para obtener fy (x;y) basta
sustituir "x" por "y" e "y" por "x" en fy (x;y)
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La funcién "f" carece de limite en el punto (0;0) = no es continua en (0;0) =
no es diferenciable en (0;0).

lim. f(x;mox) = lim, ——0%) v, m __m
x— 0 x>0 x24+m2.x2 50 1+m2 14+m?
A
B A =todas las funciones de R2 en R
C B = tienen limite en (a;b) € R2
C =son continuas en (a;b) € R2
D D = son diferenciables en (a;b) € R2
E E = tienen funciones detivadas 128 continuas en (a;b) € R2

EJERCICIO (1'25 PUNTOS) :0

Pruebe que el sistema
2.x3.eu —2+4v2, =
X.y2 —el.v

define implicitamente a "u" y "v" como f%&s de "x" e "y" en el entorno del
er

punto p=(x;y;u;v)=(1;1;0;1). Calc
en el punto (1;1). :

ivadas parciales du/dx y dv/dx

Solucion

Sean F:R* >Ry G: R4 > R @as omo
F(x;

x3eu—2+v21Iny
YU V) = X.y2 —eu,y2

El sistema dado define i%amente a"y" y "v" como funciones de "x" e nyn en

el entorno del puntogp="51;0;1), pues "p" satisface las dos ecuaciones del

n._n

sistema, las funci y"'G" son de clase C! en el punto "p" y es

2.x3.eu 2v.Iny

—euy2 —2veu| |1 -2

:‘ ‘2 0‘7&0
P

A partir del sistema dado no es posible explicitar (despejar) los valores de "u" y

"v" en funcién de los valores de "x" e "y"; asi, para calcular la rapidez con que

cambia "u" cuando cambia "x" (o sea, uy) y la rapidez con que cambia "v"

cuando cambia "x" (o sea, vy) resolvemos el sistema de ecuaciones que se

obtiene al derivar respecto de "x" los dos miembros de cada ecuacion del sistema

dado:
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Fy +Fyuy +Fove =0 | [Ty F, |
Gy +Gu.ug +Gy.vg =0 Gy Gy

2.x3.ev 2viIny| [uy i
= [ J = —
—eu,v2 —2.v.eu Vx
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