EXAMEN FEBRERO 2000

01) Dados dos conjuntos "A" y "B" cualquiera, ¢cual de las siguientes afirmaciones
es cierta?

a) ACB=>BccCcAc ;b)ACB=AccCcBc;c)ACB=Ac=B

02) Si x @y denota el producto escalar de dos vectores del espacio vectorial "E",
¢cual de las siguientes afirmaciones es ciertar

a)Six ey =0 = los vectores "x" e "y" son linealm independientes

n_nmn n_n

b) Si x ¢ y = 0 = los vectores "x" e "y" son lineal e dependientes
O)Sixey=0=x=06y=0

03) Si "E" es un espacio vectorial y S = {X1 , XD, ) } es un conjunto de
vectores de "E" linealmente independientes, ev@;:
a)0€S ; b)Dim.(E)=n ; ¢) x; # xj, A i, L,ji=1,2,....,n
04) Sea f:Rn > Rm una aplicacion lineal co iz asociada A € Myxn(R), y
X = (X1,X2, ceree ,Xn)t representa a un e R0, podemos afirmar que:

a) "f"" es un monomorfismo < el
b) "f" es un epimorfismo < el si
c) "f" es un isomorfismo < el si

' =0 es compatible determinado
€ =0 es compatible indeterminado
a Ax =0 es incompatible

05) Sean "A" y "B" matrices cuad el mismo orden, ambas ortogonales. ¢Cual
de las siguientes matrices patti s es ortogonal?
8 p g

_ 1] A B _ 11 A -B|. _|A (BAB))t
ov=gl o =Gl 1 ICL Pl

06) Sean "A" y "B" matric radas del mismo orden, es cierto que:

A +B)2 = A2 +2AB + B2

%A+B)2=A2 + B2
o) (A+B)2=A2+ AB+BA + B2

07) Sea f:R2 > R2 una aplicacion lineal, scual de las siguientes afirmaciones no
siempre es clerta?

a) f(=(x;y)) +£(x3y) = (0;0), V (x;y) € R2
b) £(0;0) = (0;0)
) £(1;0)=(1;0) y £(0;1)=(0,1)
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08) Sean f:E > Fy g:F > G dos aplicaciones lineales tales que:
E = (ker.f) U{x / f(x) € ker.g}
¢Cual de las siguientes afirmaciones es cierta?

a) gefeslaaplicaciéon nula ; b) gefes monomorfismo

c) Si g ® f es monomorfismo, entonces "g" es la aplicacion nula

09) Sea "A" una matriz con ecuacién caracteristica (A —1).(A —5).(A — b)

a) "A" es diagonalizable sib=16b=5
b) "A" es diagonalizable siempre
c) "A" es diagonalizablesib#1y

10) Sea "A" una matriz cuadrada de orden 3 con autov 1y 3; entonces:
a) "A" no es diagonalizable ; b) tra ; ©) ‘A‘ =8
11) Sea "A" es una matriz regular de orden 3, ¢cual siguientes opciones puede

corresponder al conjunto de valores propio

a) A =0y Az =3 (doble) ;

" Ag?:

Ay =0yAz=1

entonces:

a)A3 =D3 A3 :P3D3(A—1)3 ; ©) A3 =A

13) Los valores propios de iz"A"deorden3son A=A, =0yA3z =1,y

1ados son:
de Ay Ay ={(x;y;z)€9§3/z=x+y}
Sube io de A3 ={(x;y;z)€9?3/X:2.z, y=0}

sus subespacios propi

Subespaci

entonces:
es diagonalizable ; b) "A" es diagonalizable
o es posible saber si "A" es diagonalizable o no

14) Sea Q(x)=xtAx una forma cuadratica semidefinida positiva. Entonces, al

restringirla a un subespacio puede ser:

a) indefinida ; b) definida positiva ; ¢) definida negativa

15) Si la forma cuadratica Q(X1;X2;X3)=X12 +2.X% +a.x% +2.x1.X2 +2.X1.X3,
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siendo a € R, es semidefinida, entonces: a)a=0; bya=2; c)a<0

16) Sean "A" y "B" dos matrices cuadradas del mismo orden, tales que la forma
cuadratica que tiene como matriz asociada el producto A e B es semidefinida
positiva, entonces:

a) ‘AOB‘ =0; b) ‘A‘ y ‘B‘ tiene el mismo signo
c) ‘ A‘ y ‘B‘ tiene distinto signo

17) Si la forma cuadratica Q(x1;x2;x3) = a.x12 + b.X% + 3.x% es indefinida, los
posibles valores para los parametros "a" y "b" son:
2)a<0yb<0;ba>0yb=0;c)az2 0

18) Si "A" es el conjunto formado por los inversos de los eros naturales, ¢cual

de los siguientes puntos es punto de acumulacién CG

a)0; b1, c)l/;
| EL "PESO" DEL TEST EN LA NOTA FI S DE 3 PUNTOS |
. s N 4
Solucion %

01) La correcta es la a). Q
| . , . o
Cads) N AB)

La zona rayada es B¢ La zona rayada es A€

ropiedad.

02) La correcta es la a), fas
o conjunto "S" que contenga al vector cero es "ligado"; o

03) La a) es una fa
sea, los vectoffeg®ucforman "S" son LD). La b) es falsa, pues si los "n" vectores
de "S" SOI]L n_n

es dim.(E) 2 n. La c) es correcta, pues si los "n" vectores

que forman "S" son LI, en "S" no hay dos vectores iguales.
04) La correcta es la a): si f: R0 > RM es un monomorfismo = el nicleo de "f"
esta formado sélo por el vector cero de R0 = el sistema homogéneo Ax =0

solo tiene la solucion trivial (es compatible y determinado).

05) La correcta es la b), pues NNt =1:
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G B )

N Nt

_1[ AAt+BBt  —AAt+BBt]|_1[21 0]_[1 0
2| -AAt+BBt AAt+BBt |®*20 21|7|0 I

"A" y B" ortogonales del mismo orden = AAt =BBt =1

06) La correcta es la ).
07) La a) y 1a b) son ciertas siempre, no asi la c).

08) La correcta es la a):

(x eker.f = f(x)=0eF = 2(0)=0eG
SixeE= {06

L\f(x) € ker.g = g(f(x)) = Q
pues B = (ker.f) U {x / f(x)s er.g}

09) La correcta es la c), pues en tal caso los aut s son todos distintos.
10) La a) es falsa (pues los autovalores de n todos distintos). La c) es falsa,
pues el determinante de "A" es el pr e los autovalores de "A". La b) es

correcta, pues la traza de "A" coincj n1a suma de los autovalores de "A".
11) La correcta es la ¢): si "A" tie%minante no nulo (es regular), ningin
autovalor de "A" puede ser el n@mero c€ro.
12) La correcta es la ¢):
P-IAP=D= A
= A3=A2A=

A2 = (PDP-1)(PDP-1) = PD2P-! =
)(PDP-1) = PD3p-1 ?PDP—l =A

1 B30 0 [1 0 0
D=0 D3={0 (D3 0|=|0 -1 0|=D
13) La correcta es ues la multiplicidad algebraica de cada autovalor coincide

con su multiplicidad geométrica.

14) La correcta es la b), pues si todos los alumnos de la Facultad tienen coeficiente
intelectual no negativo (2 0), puede suceder que todos los alumnos de cuarto

curso tengan coeficiente intelectual positivo.

15) La correcta es la b), pues si la FC es semidefinida, debe anularse el determinante
de su matriz asociada "A", pues sélo asi ocutre que A =0 es autovalor de "A":
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1 1 1
1 2 0
1 0 a

|A|= =a-2=0=a=2

16) Si la FC que tiene como matriz asociada A @B es semidefinida positiva,
entonces A =0 es autovalor de A @B, lo que sélo sucede si ‘A o B‘ =0.

17) La c) es falsa, pues si a 2 0 y b 2 0, entonces "Q" no es indefinida:

Q(x1;x2;x3) = a.xlz + b.X% + 3.X% >0,V (x1;x2;x3) € R3

La b) es falsa, pues si a >0y b =0, entonces "Q" no es jadefinida:
Q(x1;x2;%x3) =ta.x12+3.x% iO,V()q; ; R3

sib=0 | sia>0

La a) es verdadera, pues si a <0y b <0, entonges"@Q" es indefinida:

Q(0;0;x3)=3.x3 >0,V x5 €N
, €N

Q(0;x550)= b.X% %

18) La correcta es la a), pues el unico punt%umuladén de una sucesion es su
limite (si existe), y el limite de la s ,1/2,1/3,1/4, ... A/n, ... es el
ntmero 0 (si n — o = 1/n — 0). Q

TEORIA (2 PUNTO

Justificando la respuesta, diga si

ntes afirmaciones son verdaderas o falsas:
1) Si"A" es idempotente y re "A" es la matriz unidad.

2) Si"A" es una matriz cua la matriz B= A + At es simétrica.

3) Dos matrices semejant%enen los mismos valores propios.
4) St f:EE es un@orﬁsmo con matriz asociada "A" ortogonal, entonces

"f"' es un isom

Solucion

1) Verdadero, si "A" es idempotente entonces A ® A = A, y al multiplicar por la

izquierda por la matriz A1 (cuya existencia estd garantizada, por ser regular la
matriz "A"), resulta A-le Ao A=A-Te A= A=1

2) Verdadero,si B=A + At = Bt = (A + At)t = At + A =B = B es simétrica

3) Mas falso que un billete de 31738573563353 euros. En examen quedaremos guay
si demostramos que dos matrices semejantes siempre tienen los mismos valores
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propios.

4) Verdadero, pues si la matriz cuadrada "A" asociada al endomorfismo "f" es
ortogonal = "A" tiene determinante no nulo = sucede que el rango de "A"
coincide con las dimensiones de los espacios "inicial" y "final", por lo que "f" es
un isomorfismo.

TEORIA (1'5 PUNTOS)

Demuestre que si "A" es una matriz simétrica, vectores propios asociados a valores
propios distintos son ortogonales.

EJERCICIO (1'75 PUNTOS)

Sea la aplicacion lineal £:R3 > R3 definida como:
t(x;v;2) = (—x + z;x + 2.y + 3.2;X )

1) Determinar el nucleo y la imagen de "f'", y clasiﬁ@
3) Sea g:R3 > R2 la aplicacion lineal cuya matriz iada respecto de las bases

candnicas es

¢Cual es la matriz asociada a la aplicagi@ gef? ;Es gef epimorfismo?
3) ¢Cual es la matriz asociada a "g" si 1 @pacio inicial se toma como base de

referencia la {(1;0;1), (0;1;0), (1,0,

Solucion m
1) Consideramos que (x;y;%h s ordenadas respecto de la base canénica de
3,y que (u;v;w) son las coordenadas del

R3 de un vector cualq&
vector f(p) € R3 respec ase canonica de R3; asi, es:

T S ;
ul [-1 0 17 [X —
wl |1 1 1] |,

f(l;OQL—f Lf(O;O;l)
£(0;1,0)
e Es: ker.f ={p=(x;y;2) e R3 /f(p)=0eR3} =

={§=(X;y;2)e9i3/(—x+z;x+2.y+3.z;x+y+z):66%3}:
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—x+2z=0
_ X =7z
= X2y +32=0 :{y:_zz}:
x+y+z=0 T

La matriz de coeficientes es "A", que tiene rango igual a 2

Eliminamos la tercera ecuacién y parametrizamos "z"

= ker.f ={(2;2.2;2), Vze R} ={ze(1;2;1), V ze R}
El vector (1;2;1) es una base del nicleo de "f"
e Es Im.f = {;1 e R3 /I peR3 parael quees f(p) = E}, si

-1 0 1
dim.(Im.f) =re|[T 2

=2

1 1 ?
f(1;o;0)—f th<0;0;k

£(0;1;0)

Como el menor de orden 2 indicado es no 18 vectores (—-1;1;1)y (0;2;1)

forman una base Im.f (o sea, todo vectot espacio Im.f puede obtenerse
como combinacion lineal de los vectores (471g1)y (0;2;1)).

2) La aplicacion lineal h=g e f:R3 > Q definida como h(p) = g(f(p)), y su

matriz asociada respecto de las base§{gan®icas de R3 y R2 es Ceo A:

190 1

_(1 0 _{0 1 2
C°A—[0 -1 3 —[0 -1 —2}
1 1

Como rg(CeA)=1#d
epimorfismo (no es sob ; es decir, en el espacio final hay vectores que no
son imagen de ningun @el espacio inicial).

3) Si (x;y;2) son las cgorde

1o Final de "h"), la aplicaciéon h=gef no es

adas respecto de la base candnica de R3 de un vector
cualquiera p € ) son las coordenadas del vector g(p) € R2 respecto de

la base canonice , segin se nos dice, es:

_c
Bl=[0 & i) |o

Si llamamos (x*;y*;z*) a las coordenadas del vector p respecto de la base

{k1 = (1;0;1), k2 = (0;1;0), k3 = (1;0;— 1)} de R3, es:
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N
0 1 x*
10 |efy*| (D)
0 -1

T

ko

N < M
Il

|

—_ O -

Z*

=

T
1 k3

e Sustituyendo (II) en (I) obtenemos la expresion de "g" si en el espacio inicial R3
se toma como base de referencia la {(1;0;1), (0;1;0), (1,0;— 1)}; resulta:

<k
[]ﬂ =CeNe|y*
¥
Por tanto la matriz asociada a "g" respecto de la cj Q de R3 y respecto de
la base canénica de R2 esla Ce N.
L 4
EJERCICIO (1'75 PUNTOGQ
Sea la forma cuadratica Q(x1;x2;x3) = X% %9){% +6.X2.X3

1) Clasifiquela segun su signo
2) Halle su expresion canodnica y la ma aso ortogonal

3) Determine el signo de la forma cu ica S1 se restringe al subespacio

S ={(x1;x2;%x3

Solucion

Consideramos que la base degrc cia en el espacio vectorial R3 es la candnica;
asi, entendemos que x1,x \ las coordenadas de un vector p € R3 respecto
de dicha base. Por tant

respecto de la base can R3 es: Q s

presion matricial de "Q"

1) La forma cuadratica "Q" es semidefinida positiva, pues los autovalores de "A"
son A=0,A =1y A =10, todos no negativos (= 0).

2) Subespacio de autovectores asociados al autovalor A = 0:
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x| _ [1 0 o] |x1]| [o < =0
(A—OeDe|xy [=0=|0 1 3|e|lx,|=]0 :>{ 1 3 }:>

Como # 0 = eliminamos la 3% ecuacion y parametrizamos X 3

1 0
01

= L(A =0)={(0;—3.0;0), VO € R} = {0 ¢ (0;—3;1), VO € R}

El vector h1 = (0;— 3;1) es una base del subespacio, y el vector

AT l=. 3 1
R
es una base ortonormal del subespacio.

e Subespacio de autovectores asociados al autovalor A

x1| _ [o o
(A—1eT)e|x, [=0=|0 0
X3

Como

3‘ # (0 = eliminamos la 12

3 8
N 3.x3 =0
3.xp2 +8.x

= L(A =1)={(6;0;0), Qe R} = {0 ¢ (1;0;0), VO € R}

El vector h2 = (1;0;0) es una w subespacio, y el vector
o =g/ bz = (1;0,0)

1

es una base ortonormal cio.

e Subespacio de autovecto dos al autovalor A =10:

= 0 o7 [x1] [o
(A—10e —0=|0 -9 3|e|x,|=|0|>
0 3 -1 [x5] [0 T

eliminamos la 22 ecuacién y parametrizamos X,

{—9.x1=0} { x1 =0 }
= = =
x3 =3.x) x3 =3.x9

= L(A =10) = {(0;0;3.0), V0 € R} = {6 ¢ (0;1;3), VO € R}

El vector h3 = (0;1;3) es una base del subespacio, y el vector

u3 =h3/||hs| = (O;ﬁ;%)
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es una base ortonormal del subespacio.

® Si en el espacio R3 tomamos como base de referencia la base ortonormal que

forman los vectores uf,u2 y u3, se modifican las coordenadas de 1_36 R3, de
modo que si p=x] ®u1 +x5euz+xjeus,es:

C=matriz de "paso"
A

1 [ o 1 o X7
xo [=|=3/410 0 1/410 || x5 | (D)
3] [ 1/410 0 3/410] |x%
T 1T 1
u u2  uj

ul 2

"Q" (o sea, la expresion de "Q" respecto de 1 ortonormal de R3 que

Sustituyendo (II) en (I) obtenemos la expresion c Qde la forma cuadratica
‘2 ba’

forman los vectores uj ,az y 53); resulta:

’ %
Qlp) = [Xik X>|2< xg] m; o(C)e x; =

e [a forma cuadratica " efinida positiva si se restringe al subespacio dado
"S", ya que:

2;X3) = X12 + X% + 9.X% +0.x9.X3 =

= (15.x x3)2 +9.x2 +6.(3.x3).x3 = 261.x2 >0, V x3 #0
* 3 3 3)-X3 3 3

x1 =15.x
S = {(X1;X2;X3)/X1 —5.X2 = O>X2 —3.X3 = O} = {(Xl;XZ;X3)/X12 — 3X33}

OTRAS PREGUNTAS TIPO TEST
(DEL EXAMEN DE ADE)
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19) Sea f:E + F una aplicacion lineal; "f" es monomorfismo si:

a){x € E/f(x)=0g} = {0}
b){xeE/f(x)=0p}={0g}
o) {x €F/f(x)=0p}={0g}

20) Sean f: R0 > Rm y o:Rm > Rk dos epimorfismos, entonces:

a) gef esepimorfismo ; b) g®f no es epimorfismo
¢) No se puede saber si g ® f es epimorfismo o no

21) Sea la aplicacion lineal f(x;y;z) = (x;0;2.2), entonces:

a)"f" es monomorfismo; b) "f" ese mo

c) las anteriores son falso
22) ;Cual de los siguientes conjuntos de vectores es de R3?

2) {(=2;051), (=1;0;0), (=1;0;1)} ; bﬁ)o;om;l;m}
o) {(=1;0;0), (-1;1; (=155 — 1)}

23) Sea "B" una matriz simétrica de ord611 §®O " la matriz unidad del mismo

orden que "B"; sea la matriz particionad ques:

a) tr(A) = 2.tr

24) Sean "A" y "B" dos matrice
positiva la forma cuadra

a)‘AOB ; ‘A‘y‘B‘tiene el mismo signo
% | B| tiene distinto signo
1

25) Sean A € MZXZ (SK

@Q;imétrica ; b)tr(A)=2; o) |A]=-1
Solucio

19) Una aplicacién lineal f:E - F es monomorfismo si su nuicleo esta formado

as del mismo orden, tales que es definida
atriz asociada es A ® B, entonces:

inomio caracteristico P(A) = A2 —2.A +1.

solo por el vector cero del espacio inicial; asi, la correcta es la b).
20) Si £: R0 > Rm y g:Rm - Rk son epimorfismos, entonces g ® f también

21) Se trata de una aplicacion lineal de un espacio vectorial de dimensién 3 en otro
espacio vectorial de dimension 3; la matriz asociada a "f" es:
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1 0 O
A={0 0 O
0 0 2

rg(A) = 2 # dim.(Espacio Inicial) = "f" no es monomorfismo
rg(A) = 2 # dim.(Espacio Final) = "f" no es epimorfismo

Y como

22) La correcta es la ), pues las bases de R3 estan formadas por 3 vectores L.I
23) tr(A) = tr(=B+ Bt) = tr(—=B) + tr(Bt) = —tr(B) + tr(B) = 0

24) Si es definida positiva la FC con matriz asociada A o5 ®eatonces ha de ser
‘AOB‘ =‘AHB‘ > 0, lo que sélo sucede si ‘A‘y‘B e 1 mismo signo.

25) La correcta es la b), pues PAA) =A2 —2.A+1=0 1(doble), v la traza de
"A" siempre coincide con la suma de los autovakb

%Q

S
&
N
&
©
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