MATEMATICAS PARA LA EMPRESA
EJERCICIOS DE EXAMEN

EJERCICIO 1
Sea la forma cuadratica Q(x1;x2;x3)= x% + X% + bZ.X% + 2.x4}

3
1) Clasifiquela en funcién del parametro real "b".
2) Determine su expresion canénica si b=0.

3) Si b=0, clasifique la forma cuadratica sujeta a la restric

SOLUCION

Q(x13xp;x3)=[x1 x5 x3]e

1) H1=a11=1>O;H2=Z;l ‘=1>0
|b|>~2
H3=|A|=b2 -2 =0 si|b|=+2
0 si|b| <2

Por tanto:
# Si|b|>+2 = Hy >0,
* Si ‘ b‘ =2 = Hy > =0 = semidefinida positiva
# Si|b|<+2 = Hy 0, M5 <0 = indefinida

. 0 1 X1
2)Si b=0, es Q(x)= ]e 1 1|e|x, |,siendo:
1 0 X3
|A - = +2 M +A=-2=0=>A=1,2,—1
La expresién ¢ e Q" es Q(yq;y25v3) = ylz + 2.y% — y%.
3)Si b=0, la form tica "Q" es definida positiva si x1 + x5 —x3 =0, pues:
X2;X3>=X% +X% +2.x1.X3 +2.X2.X3 =
2 +X% +2.x1.(x1 +X2)+2.x2.(x1 +X2)=
x1+xp—x3=0=x3=%x1+x9

1
=3.X12+3.X%+4.X1.X2 =[X1 X2]'|:3 %}o lel

H3 >0 = definida positiva

—_ O~

X2
H_J -
W
Para "W" es K{ =wy; =3>0 ; KZ:‘W“ W12 :‘3 % =5>0
W21 W22
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EJERCICIO 2

Sea S={(x;y;2)€R3 /x—y-22=0}.

1) Probar que "S" es un subespacio vectorial de R3

2) Calcular la dimensiéon y un sistema de generadores de "S"

3) Hallar un vector unitario que sea ortogonal a todos los vecto
que sea ortogonal a los vectores de un sistema de generadore

SOLUCION

. (basta

1) El conjunto "S" lo forman los vectores de R3 tales quds er componente
menos su segundo componente menos el doble de su omponente es
cero (o sea, "S" esta formado por las infinitas s ongs del sistema lineal
homogéneo x —y—2.2=0 que nos dan); y para pr@bar "S" es subespacio

vectorial de M3 debemos probar que toda combinacio eal de elementos de

"S" es un elemento de "S"; o sea, debemos pr ucdy

YV u,veSyVa,peNR sucede ol+Peves

Veamos:

#Siu=(uj;up;uz)€S = uy —upy —2.
#Siv=(v]{;v2;V3)ES = V| — V)
* ESOC'G-FB';:(OC.IM +B.vy;
este vector pertenece a "S" de
cumplen todos los vectore

componente menos su s
componente €s Cero; y as

B.V5;0.u3 +B.v3),y para probar que
obar que cumple la condicién que
o sea, debemos probar que su primer
nente menos el doble de su tercer

(ct.ug +@vy
=0o.(uq

2 +B.V2) —2.(0lujz + B.V3) =
+B.(vi—vy —2v3)=a.0+PB.0=0

*

—2u3=0yvy—vpy—2v3=0

2) Es dim.(S)= —1g(A), donde "A" es la matriz de coeficientes del
sistema lineal h ¢ de ecuaciones que define a "S"; o sea:

dim.(S)=3-rg[l -1 —2]=3-1=2

"y "z", resulta x =y + 2.z; por tanto, es:

2.2;y52), Vy,z€ R p=1 (v;y;0)+ (2.2;0;2), Vy,ze R }=
={ yo(1;1;0)+ 2 (2;0;1), Vy,zeR }

As, los vectores a=(1;1;0) y b=(2;0;1) constituyen una base de "S" = for-
man un sistema de generadores de "S".
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3) Al exigir que el vector p=(p1;p2;p3) sea ortogonal a los vectores a = (1;1;0)
y b=(2;0;1), resulta:
(p13p23p3) @ (1,1;0)=0=> p1 + p2 =0} :>{ P2 ==p1
(P15P25pP3) ®(2;0;1) = 2.p1 + p3 =OJ p3 =—2.p1

parametrizamos pq

Por tanto, haciendo p; =1 (por ejemplo), resulta que el vec

es ortogonal a los vectores a = (1;1;0) y b=(2;0;1), y el vect

m= P (L _ 1. 2,
Ip|4 Voo V6 Vo
Ip[ =412 + (12 +(-2)2

es ortogonal a los vectores a =(1;1;0) y b=(2;0;1) y tiefle médulo unidad.
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EJERCICIO 3

1) Demostrar que S = { (x;7;2)€R3 /x—2.y—2z= O} es subespacio de R3.

2) Determine un sistema de generadores de "S".

3) Determine un vector unitario que sea ortogonal a los vectores del sistema de
generadores obtenido con anterioridad.

SOLUCION

1) El conjunto "S" lo forman los vectores de R3 tales que s
menos el doble del segundo menos el tercero es cero;
por las infinitas soluciones del sistema lineal homogé

omponente
" estd formado

.y—2z=0 que

nos dan.

Para probar que "S" es subespacio de R3 probar que toda
combinacién lineal de elementos de "S" es un elemento S"; o sea:

YV u,veSyVa,peNR sucede %‘VES
Veamos:

#Siu=(up;uy;uz)€S = u —2. u2—

% Siv = (V1;Vp;v3)ES= vy —2.v) —V
*FEsoeu+Pev=(0uj+p.vq;0
este vector pertenece a "S" deb
cumplen todos los vectores d

componente menos Su seg
componente €s cero; y asi suce

<(X. u; + B
= OL.(ul - 2.

2;0.u3 +B.v3),y para probar que
ar que cumple la condicién que
; a, debemos probar que su primer
ponente menos el doble de su tercer

.up .V2>—<a.u3 +B.V3>:
‘(Vl —2.V2 —V3)i (XO+BO:0

—u3=0yvy—2.vy—v3=0

2) Es dim.(S)=dim
sistema lineal h

A), donde "A" es la matriz de coeficientes del

ecuaciones que define a "S"; o sea:

i) =3-rg[l —2 —1]=3-1=2

Parametriz Uy "z", resulta x = 2.y + z; por tanto, es:

S={(2.y+2y;2),Vy,zeR} =
={(2.y;y;0)+(z;0;2), Vy,zeR } =
={ye®(2;1;0)+2z0(1;0;1),Vy,zeR }
Asi, ores a = (2;1;0) y b=(1;0;1) constituyen una base de "S" = for-
man un sistema de generadores de "S".
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3) Al exigir que el vector p=(p1;p2;p3) sea ortogonal a los vectores a = (2;1;0)
y b=(1;0;1), resulta:
(p15p2;p3)®(21,0)=0= 2.p; +py =0
(P15p2;5p3)® (10;1) = py +p3 =0 T

parametrizamos pq

{Pz =-2.p
P3 =—P1

Por tanto, haciendo p; =1 (por ejemplo), resulta que el vegtor ;—2;—1)

es ortogonal a los vectores a = (2;1;0) y b=(1;0;1), y el vecto

m= Dl (L2 1,
Ipl[4 V6™ Vo o
|pl= 12 +(=2)2 +(~1)2

es ortogonal a los vectores a = (2;1;0) y b= (1;0;1) y tie’ modulo unidad.
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EJERCICIO 4

ea.(x=1) 5 x<1
x2/(2—x) si x2>1

Analizar la continuidad y la derivabilidad de "f".

SOLUCION
CONTINUIDAD
¢ Six<1= f(x)=c2(~"1) = "' es continua en todo pun

® Six>1=f(x)=x2/(2—x)= "f"es continua si x # 2.
e [a funcion "f" es continua en x =1 para todo valo 'a s sea cual sea el
valor de "a", los limites laterales de "f" en x =1 coingiden t(1):
*Six—>17 =>f(x)=ea-(x_l) — eV =

#Six =1+ = f(x)=x2 x) &)
*f1)=12/2-1)=1

Siendo 2 € R, sea f: R > R tal que f(x)z{

DERIVABILIDAD

e Six<l=f(x)= ea(x-1) = f'(x)=a.e?
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EJERCICIO S

2 _
Hacer el estudio y la representacion grafica de f(x) = 2 —LXFT 2_); +4

SOLUCION

¢ Dominio de definicién y continuidad: como "f" es un coci olino-
mios, esta definida y es continua excepto en los punt amtlan el
denominador; o sea, esta definida y es continua si x # 2.

idades de

Para hacernos una idea del aspecto de la grafica de "t"
x = 2, calculamos los limites laterales de "f" en ese punt

2 _
#Six — 2" = f(x) =2 2-);“4
-
2-_2x+4

#Six — 2% = f(x)==

La recta x =2 es una asintota vertical de f(x

e Signo de la funcién: como el numera
punto, el signo de f(x) es el de x —2;
si x> 2.

+4 es positivo en todo
&) <0 si x<2, siendo f(x)>0

e Simetrias: como los puntos de disgontin

to al punto x=0, la grafica

de "f" no son simétricos respec-
es simétrica ni respecto al eje de

ordenadas (OY) ni respecto al orig e coordenadas.

e Intersecciones con los ejes: la
f(x) =0 carece de solucid @ :

e "f" no toca al eje de abcisas, pues
ordenadas en el punto £(0)=-2.

a determinar los intervalos de crecimiento o
tos en que "f' presenta maximo o minimo
de su funcion derivada primera:
x—2)—(x2 =2.x+4).(1) _x2—4x

(x—2)? (x—2)?

e Signo de la primera defivad
decrecimiento de
relativo, estudia

£'(x)

Si x#2 e 0; en consecuencia, el signo de f'(x) es el de su

(x

numerad

—4.x, que se anula si x =0 6 x =4; y se tiene que:

0= u(x)>0=f'(x)>0="f" es creciente

€(0;4) = u(x)<0= f'(x)<0="f" es decreciente

x >4 = u(x)>0=f'(x)>0="f" es creciente

En el ptfito x =0 la funcién "f" presenta un maximo relativo, pues en ¢l "f"

pasa de ser creciente a ser decreciente; en el punto x =4 la funcién "f" presenta
un minimo relativo, pues en él "f" pasa de ser decreciente a ser creciente.
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e Signo de la segunda derivada: para estudiar la concavidad de "f" y determinar
los puntos de inflexion, estudiamos el signo de su funcién derivada segunda:

(2x=4)(x=2)° ~(x2 ~4x)(2(x~2) _ g
(x —2)4 (x=2)°

f"(x)=

La funcién es concava hacia abajo si x <2, pues f"'(x) =

La funcién es concava hacia arriba si x > 2, pues £''(x) = 1x>2.

Aunque el signo de f''(x) cambia en x =2, no hay inflexionién dicho punto
pues "f"' no esta definida en él.

o Asintotas no verticales:

No hay asintotas horizontales, pues lim. f(x) =
X—> o

La recta y =1.x + 0 es asintota oblicua, pues:
, f(x
m= lim (=)
X— o0 X

n= lim. (f(x)—m.x)= lim.
X—> oo X—> oo

, calcular su integral indefinida.

X~ —2.x+4 _ 4 _1
X—_);dX?J‘ (X-I-X_Z).dx—i.xz+4.Ln|x—2|+C

Dividimos los polinomios
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EJERCICIO 7
La funcién de produccién de una empresa es Q(x;y) = 60.x + 90.y — 2.x2 — 3.y2,

siendo "x" e "y" los factores empleados de produccién, cuyos precios unitarios

son py =2y py =4 um. Determinar las cantidades "x" e "y" que maximizan la

produccion cuando el coste es de 68 u.m. Justificar la optimalida
varfa aproximadamente la produccién maxima si se dispone de 6

SOLUCION

® Debemos maximizar Q(x;y) bajo la restricciéon C(x;y) = . =0.
® Iuncion de Lagrange:
L(x;v;A) =60.x +90.y — 2.x2 = 3,y2 — A, .y — 068)
e Condicion de primer orden:
)
Az30—-2.x (D
L,=60—4x-2A= 00— &
VL(x;y;:M)=0=>1 L, =90—6.y—4.A= == 2l (1)
Ly=—Cx+4y-
= Y 2.x+4.y—-68=0 (III)
\

=X

15+ 3.
De (I) y (II) se deduce que 30 —2 = Y

4
15+ 3.
Haciendo x = Y 1, porlo que x =12.

g o (I1I), resulta y ,
Al hacer x =12,y =11 en (1), tesu
e Condicion 2° orden: el pun ;8 cotfesponde a un maximo relativo, pues:

0 2 4
=12 -4 0 >0
4 0 -6
12;11
y2 (12;11) (1=t
e Produccién ma 2;11)=1059

unto (12;11) corresponde a un maximo absoluto, pues
cion Q(x;y) es estrictamente concava hacia abajo en todo
-4 0 : :
X;y) = |: 0 —¢les definida negativa en todo punto.

(Variacién de Produccién)
Vatiacion de Coste  /(12;11)

, si el coste aumenta 1 u.m., es

Variacién de Produccion=1.6=06; por tanto, si el coste es de 69 um., la
producciéon maxima aproximada es 1059 + 6.
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EJERCICIO 8

2—-x2 six<l1
x2—1
X.e six=>1

1) Analizar su continuidad y derivabilidad.

2
2) Optimizr f(x) en [—1;2], calculando L f(x).dx
SOLUCION
1) CONTINUIDAD
e Six<1= f(x)=2-x2 = continua en todo punto. 0
e Six>1I=f(x)= x.ex*~1 = continua en todo punt

terales de f(x) en x=1

Siendo a < 3, sea la funcion f(x) = {

e [a funcién es continua en x =1, pues los limite

2 51y

1

coinciden con f(1):
¥*Six =17 =1f(x)=2

*Six =1t =f(x)=
«f(1)=1
DERIVABILIDAD
e Six<I=f(x)=2-x2=f'(x)=
o Six>1=f(x)=x.ex* 1= f'(x)
e [a funcién carece de derivada en

f'(17)= (—Z.X)X:1 =

2) En el intervalo [-1;2] 1
puntos x=—1yx=1,

=(1+2x2).ex?-1) =3

x=1

presenta minimos absolutos en los

3)E
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EJERCICIO 9

Hacer el estudio y la representacion grafica de f(x) = 1
X

SOLUCION

¢ Dominio de definicién y continuidad: como "f" es un coci
mios, esta definida y es continua excepto en los puntos que
nador; o sea, esta definida y es continua si x #—1. Para h

aspecto de la grafica de "f" en las proximidades de xz==1,
limites laterales de "f" en ese punto: 0

- _ x?2 1
*S1x — —1 :>f(x)=x+1%—0 =
: <2
#Six = -1t =f(x)= +1e0 +
X

La recta x =—1 es una asintota vertical de f(x)

4

e Intersecciones con los ejes: la grafica d€\ por el origen de coor-

denadas, pues £(0)=0. Q
> ::

o simetria respecto OY
X) o simetria respecto origen

—X
e Signo de la primega détiva a determinar los intervalos de crecimiento o
decrecimiento de tos en que "f' presenta maximo o minimo
relativo, estudiaﬂ& e su funcion derivada primera:

W)-x+1D) = (x2).(D _ x242.x

Q (x +1)2 (x +1)2
1 1; asi, el signo de f'(x) coincide con el de la parabola

se anula en x =—2 y x = 0. Por tanto:

e Signo de la funcidn:

Six<-1=f(x)= x? <0
1X <X)_x+l .
Si x € (—1;0) U (034 00) = f(x) =

e Simetrias: es f(—x)=

.X

(x)>0=f'(x)>0= f(x) es creciente
;— DU (-1;0) = u(x) <0=f'(x) <0 = f(x) es decreciente
>u(x)>0=f'(x)>0= f(x) es creciente

En x=-2 hay un maximo relativo, pues f(x) pasa de ser creciente a ser
decreciente en x =—2. En x =0 hay un minimo relativo, pues f(x) pasa de ser

decreciente a ser creciente en x =0.
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e Signo de la segunda derivada: para estudiar la concavidad de "f" y determinar
los puntos de inflexion, estudiamos el signo de su funcién derivada segunda:

2x+2).(x+1)* = (x2 +2x).(2(x+1))
(x +1)4

" (x)=

La funcién es concava hacia abajo si x <—1, pues f''(x) =

2
(x+1)3
Aunque el signo de f''(x) cambia en x =—1, no hay in
pues "f"' no esta definida en él.

>0

Es céncava hacia arriba si x > =1, pues £''(x) =

o Asintotas no verticales:

No hay asintotas horizontales, pues lim. f(x)= lim:
X—> o0 X—> oo

La recta y =1.x —1 es asintota oblicua, pues:

m= lim. @= i
X—> oo X
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EJERCICIO 10

Una empresa produce dos bienes en cantidades "x" e "y" respectivamente, con

una funcién de coste C(x;y)=x2 +y2 +4.x.y. El primer bien se vende en un
mercado en competencia perfecta a un precio de 36 u.m; el segundo bien se vende
en un monopolio cuya funcion de demanda es py =80 —4.y.

Maximicese el beneficio.

SOLUCION

e Denotando B(x;y) el beneficio, es:
B(x;y) = (36.x +7.(80 —4.y)) — (x2 +y2 +

Ingreso

=30.x +8.y — x2 —5.y2 — 4.

e Condicién de primer orden:

VB _ By =36-2x—-4y=
G =028, =80 -10.y —4.x = =04
e Condicién de segundo orden:
La funcién de beneficio presenta u A elativo y absoluto en el punto
(10;4), pues la matriz HB(x;y) es 1 ativa en todo punto:
—4
-10
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EJERCICIO 11

Clasificar la forma cuadratica

Qx;y;2)= —x2 —2.y2 + k.z2 —4.xy+2x2z+4.y.z

SOLUCION
-1 -2 1
La matriz asociadaa "Q"es A=|-2 -2 2|.
1 2 k
g;t 0

La forma cuadratica es indefinida si k # —1, pues en tal cas

-1
-2

2

H1=—1<0;H2=‘ 2

<0 ; H3:|

-1 -2 1
Sik=—-1=A= [—2 -2 2 ] = "Q" es indefinida, pues "A" tiene autovalores
1 2 -

de distinto signo. %
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EJERCICIO 12

0O -1 0
Seala matriz A=|{-1 0 0
0o 0 -1
1) Hallar una expresion canoénica y clasificar la forma cuadratica atriz aso-

ciada es "A".

2) Hallar una matriz de paso ortogonal.
3) Clasificar Q(X) = XtAX restringida a x; —x, =0.

SOLUCION

1) Autovalores de "A"™: |[A —LeI|=-A3 =22 + A +1

e Expresion canodnica: Q(y{;y2;y3) = yl2 - y% - y%.

%ﬂ to, la forma cuadratica
2) Autovectores de A =1:
1 =1 07 [x] [0 N
1 —1 0 |e|xy|=]0 - =
0 0 -2] [x3] L0 gy x3=0

| A—VloI l
=LA=1)={(—x5;x; R} ={x, ¢ (-1;1;0), Vx, € R}
El vector vi = (—1;1;0) es g@ .

;0) es base ortonormal de L(A =1).

e (lasificacion: como los autovalores tienen
es indefinida.

El vector w1 =

e Autovectores de

= (7»2—1) Z{(Xz;Xz;X?)), VXZ,X?) € g{} =

{x, ¢(1;1;0) + x5 ¢ (0;0;1), Vx,,x3 € R}
Ld 2 =(1;1;0) y v3 =(0;0;1) son una base de L(A =—1).

Los vectores w2 =HK—2H= (1/\/5;1/\/5;0) y w3 = ‘ 3” =(0;0;1) son una base
V2 3

‘<|

< |

ortonormal de L(A =—1).
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1 0 0
e Siendo D=|0 -1 0 |,lamatriz"C" tal que Ct ®¢ A @ C=D, es:

0O 0 -1

—1/2 142 0

C= 142 142 0

0 0 1

T 1 T

w1 w2 w3

3) La forma cuadratica Q(X)=X'AX es definida neg Q el subespacio
x1 — xp =0, pues en la matriz orlada
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EJERCICIO 13

Para qué valores del parametro "a

"a" es diagonalizable la matriz "A"

a —4 0
A= 0 -2 0
—4 4 2
SOLUCION
Calculemos los autovalores de "A":

a—A —4 0
—2-A 0
—4 4 2-A

=2-A).(a—A).(-2-\)= o:m

Sia#2ya#—2 = los tres autovalores son dlstmtos

[A—Lel|=

s diagonalizable.

Si a=2 = A=2 es autovalor doble = "
subespacio de autovectores de A =2 no tiene

no e‘lagonahzable pues el
2:

dim. L(A=2)=3—rg(A —2e]) —4 0 =3-2=1

Si a=-2 = A=-2 es autovalor
subespacio de autovectores de A=

no es dlagonahzable pues el
e dimension 2:

0
dim. LA=-2)=3-rg rg =3-2=1
I
ACADEMIA KEYNES 17

Caravija 2, 968 237301



EJERCICIO 14

Sea la funcidon definida como

<2 —y2

f(x;y)=9 x—y
0 sSixX=y

SIXZY

nto (0;0).
A partir de los resultados obtenidos, ¢qué se puede afirmar ac e [a%existencia

del limite doble en (0;0).

.

L 4

y)

Calcular sus limites direccionales y segtin parabolas horizontales

Calcular sus limites direccionales y reiterados en el puntd \ partir de los

resultados obtenidos, ¢qué se puede afirmar acerca de del limite doble

y la continuidad en (1;1)?
SOLUCION

iQué suertel, si x#y entonces S =x+y, por lo que

f(x;y) se puede expresar asi:

Los limites de "f" rabolas horizontales en el punto (0;0) son
y2;y)=lim. my2+y=0,Vm
y— 0
iLadlene sultados podemos decir que si "f" tiene limite doble en el punto
(0;0)fe ces\es

egados de "f"' en el punto (1;1) son

lim. [lim. f(x ;y)) = lim. [hm. (x + y)) =lim. (x+1)=2

x—>1\y—>1 x—>1\y—>1 x—1
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lim. |lim. f(x;y) |=lim. |lim. (x+vy)|[=lm. (1+y)=2
y—> 1 \{x—1 y—> 1 \{x—1 y— 1

Los limites direccionales de "f" en el punto (1;1) son

Sim#1
ilim. x+(1+m.(x —@h= 2,
lim. f(x;1+m.(x—1))=— x—1
x— 1 —— lim. 0=0
T x— 1

St m=1
Por tanto la funcién "f" no tiene limite doble ni es conbl punto (1;1).

EJERCICIO 15

Discutir el siguiente sistema de ecuaciones segi

res del parametro "a"

SOLUCION

Por tanto, st a#0 0 = 1g(A) =rg(B)=3=namero de incognitas = el

sistema es compati o (tiene solucién unica).

Sia=0, es
—4 O O -4 0 1
-2 0 0 -2 0 2
—4 4 2 4 4 21
y como rg( ) =3, el sistema es incompatible.
ACADEMIA KEYNES 19
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EJERCICIO 16

La produccién de trigo que se obtiene en una cosecha depende de la cantidad de
abono y de semilla que se utilizan en la siembra segtn la relacion

z=f(x;y)=10.x+22.y —2.x2 = 2.y2 + x.y

donde "z" el ndmero de kilos de trigo recogidos por metro cu
namero de kilos de semilla sembrados por metro cuadrado e " umero de
kilos de abono utilizados por metro cuadrado. El precio de la 1
el del abono es 20 $/kg; una vez recolectado el trigo se ven

s entre semilla
10. Justificar si

1) Sabiendo que en cada metro cuadrado se usan un total
y abono, hallar los valores de "x" e "y" que maximiz
se trata de un maximo global.

2) Si queremos aumentar el beneficio obtenido enla c
aumentar o disminuir la cantidad total (semilla+abo

cuadrado (razone la respuesta). ¢En cua

ué se debe hacer?:
utilizada por metro
ha defjrariar esta cantidad si

queremos que el beneficio aumente en 10 §

SOLUCION
1) Denotando B(x;y) al beneficio por cada

o tuadrado cultivado, es:

2)— (10.x +20.y) =

't

2.y% +x.y)—(10.x+20.y) =

B(x;y) = Ingresos —

z=10.x +
=5.(10.x +22.y — 2.

=40.x +
cada metro cuadrado

) cumple la condicion x+y =06 (en
us os de semilla+abono) y hace que la funcion
B(x;y) alcance s AX1M0.
La funcién de ge
;M) =B(x;y)—A(x+y—6)=

08 +90.y —10.x2 —10.y2 +5.x.y = A.(x + y— 6)

A del gradiente de la funcién de Lagrange:

—2.y2 + x.y

Hay que determinar el

Exigimos

dy=90-20.y +5.x—-A=0}= X_YJ“Z:O}:{XT%

OL/Oh = —(x+y—6)=0 xty=-6=0) =
a = —

{éa} se deduce que {;t _ 38 B ggiigz} =
= 40-20.x+5y=90-20.y+5x =

= -50-25x+25.y=0=>x—-y+2=0

=40—20.x+5.y-A =0 {

ACADEMIA KEYNES 20
Caravija 2, 968 237301



El punto (2;4), para el que A =40 —20.2+5.4 = 20, es un maximo, pues:

0o -1 -1
|H(L(2;4;20)|=|-1 =20 5 |>0
-1 5 =20
2) Si queremos aumentar el beneficio hay que aumentar la captidad total de

semilla+abono utilizada por metro cuadrado, pues

A =20 = ( variacion de beneficio )
~ \variacién de semilla + abono

El beneficio aumentara en 10 $/m?2 si

x=205( 10

variacion de semilla +

no

= variacion de semilla + abono

EJERCICIO 17

Estudiar la continuidad en el punto (2;0) de la

SOLUCION

La funcién no es continua en (2;0)

e de limite en dicho punto:

m.(x — 2)2 Cm
24+m2.(x-22 1+m?2

lim f(x;V) Sghim
s )
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EJERCICIO 18

1) Discutir el siguiente sistema segun los valores de los parametros "a" y "b™:

x+z=Db
2.,y+2.z=-b

xt+2yt+taz=0

2) Resolver el anterior sistema para a =3y b=1 y también par

3) Para a =3 clasificar la forma cuadratica cuya matriz aso
cientes del sistema dado y dar una expresioén canodnica de
4) Para a = 3 clasificar la forma cuadratica sujeta a la restri

SOLUCION

En un sistema lineal de ecuaciones, siendo respectiva
de coeficientes y ampliada, Rouché establece que:

te "@' y "B" las matrices

e Si rg(A) # rg(B) = sistema incompatible
¢ Si rg(A) = rg(B) = numero de incognitas = si
¢ Si rg(A) = rg(B) < nimero de incognitas = si

patible y determinado
patible e indeterminado

1) Las matrices de coeficientes ("A") y amp

:

b 1 10 b
0 -b 2 0 2 -b
1 0 a 12 0
X = 2=
A A
eSia=3elsi s,compatible e indeterminado (tiene infinitas soluciones),

pues rg(A)

[T 0] 1] b v
=rg(A)=2; B=|0 2] 2|-b|=1g(B)=2,V b
g(A) 173 3] 0)3 g(B)
10 b
pues para todo "b" sucede que H=[0 2 —-b|=0
12 0
ACADEMIA KEYNES 22
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2)Sia=3yb=1,es:

M1 0] 1 10 1
A=[0 2 2|;B=|0 2 2
123 123

1
-1
0

Como el menor de orden 2 indicado es no nulo, eliminamos

parametrizamos "z":

2. yX=:—bb_—22.z} = {y =X—(:b]—3k_2.zz)/2} d

uacion y

Si a=0y b=0 el sistema lineal dado es homogé ademas tiene solucion
unica (pues a =0 # 3), queeslatrivial x =y =2z =

3) Para a=3 la forma cuadratica "Q" que tiene asociada la matriz "A" es la
definida como: ‘
1 0 1| |x
Q(X;y;z)=[x y Z]O 0O 2 2|e .y2+3.22+2.x.z+4.y.z
1 2 3
%r_/
A

0
Es: [A-Ael|=-23+6 A=0=L=13+3>0
3-43>0

Como todos los autovalores : no negativos, la forma cuadratica "Q"
asociada a "A" es semidefinj Sitva@(x;y;2) 2 0, V(x;y;2) € R3.
La expresion canonica de 1 adratica "Q" es:

0 0 0 x*

Q(x *;y 2 2 el0 3443 0 _|ely*|=
0 0 3=~3]| |,

+G+3).(75)2 + (3 —=/3).(z")2

4) Es:
y2 4322 +2.x.2+4.y.z i 2.2 4322 +4.y.z=

Q(f :
si v =(x;y;2) es tal quelx =0
2 2
Q" it

N
Para la matriz "W" es Kj =wy1 =2>0; Ky = % % =2>0; asi, la forma
cuadratica "Q" sujeta a la restricciéon x = 0 es definida positiva.
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EJERCICIO 19

Sean u=e2Xt2 y=x2 +2a.22 siendo x=Lnt,z=1/t.

Calcular (d_u) y determinar "a" sabiendo que (d_v)
t=1 t

dt dt/—

=-2.
=1
SOLUCION
Es:
@=@d_x a_uﬁ_ 2.x+z l 2.x+z) | —
dt  ox dt 9z dt —(Z.e )'(t)+(e
o [x=In1=0
B z=1/1=1
1

N (i_li)tﬂ — (2.¢20+1 )(%) N (ez.o+|@

dv _dv dx  dv dz 1
+ L (2.%)

dt ~ ox dt

ACADEMIA KEYNES
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EJERCICIO 20

Una empresa produce un bien en competencia perfecta, siendo su funcion de
produccién Q(K;L)=8.K1/2.11/4 donde "K" y "L" son respectivamente los
factores capital y trabajo. Si el precio de venta de cada unidad de producto es 5
u.m. y los respectivos precios unitarios de los factores capital y tra son 2y 10

u.m., determinar "K" y "L" de modo que se maximice el benefi€io, ificando
que el 6ptimo obtenido es global.

SOLUCION
e Denotando B(K;L) el beneficio, es:

B(K;L) = (40.K1/2.11/4) - (2.K

J

Ing;eso
e Condicién de primer orden:
— = _1/ —
VB(K;L)=0= By =20 ol =
By, =10.K1/2} 0=0
10.11/4 =K1/
K1/2 =13/4

® Condicién 2° orden:

La funcién de beneficio present
pues la matriz HB(1000;100) es d

imo relativo en el punto (1000;100),
gativa:
5.K-1/2173/4

:| (1000,100)

® Beneficio maximos:

e Optimalidad glo
Como HB(K;L)

méximo local (w
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EJERCICIO 21

Clasificar las siguientes formas cuadraticas

Qq(x;y;2)=-3.y2 +4.x.y+8.x.2+4.y.z
Qr(x3y352) = —x2 —2.y2 — 72 —2xy—2xz—2y.z
Qa(x3y;52) = x2 —2x.y+2x.z

SOLUCION
0
¢ (Q es indefinida, pues su matriz asociada Ay =| 2
4

H1=al1=O;H2=

all 2112 — O 2
2121 2122 2 —3

A la misma conclusion se llega sin mas que observar qu
Q1(051;0)=-3<0 y Q; (140¥1).= 880

-1 -1 -1

-1 -2 —1]estalque

-1 -1 -1

® (), es definida negativa, pues su matriz a

-1
-2

a11
a

H1=al1=—1<O;H2= >O;H3=|A2|<O

21
® Q3 es indefinida, pues Q3(1;0;0)SH > 3(1;1;0)=-1<0.

<
Nj
&
®
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EJERCICIO 22

' ‘ |x—a| six<3
Siendo a < 3, sea la funcion f(x) = .
—x24+7x—10six>3
Determinar "a" para que sea continua en R. Para el valor de

la derivabilidad de f(x) y calcular f'(x).

SOLUCION
CONTINUIDAD

* Six<3= f(x)=|x—2a|= continua en todo punto.

n " " H

obtenido estudiar

® Six>3= f(x)=—-x2+7.x —10 = continua en todo pu

e Ta funcién es continua en el punto x =3 solo si es solo en tal caso
sucede que los limites laterales de f(x) en x =3 coin £(3):
#Six =3~ = f(x)=|x—a|>|3—a|=3-a, pues 51 <3,es|3—a|=3-a

#Six 53t = f(x)=—x2+7.x-10—>2
*f(3)=|3-a|=3-a

DERIVABILIDAD
(x—=1) six<l1
x—1 sil<x<3
—x24+7x—-10six>3

Sia=1,es f(x)={

e Six<I=>fx)=—x-1)={i

=1.
mp(x) =-2.x+7.

nx=1,pues f'(17)#{'(17):

VA — d(X—D) _
1;f'a+ —( =1
x=1 ( ) dx x=1

aen x =3, pues f'(37)=1{"(3"):

f(3 )= d(z;)) _3=1

Sil<x<3=f(x)=x-1

SiX>3=>f(X)=—X2+

La funcion carece

£11-) =

T.a funciéon tlen

d(—x 2+7 -10
=( (Cx7+7x >) (25 +7) s =
x=3
—1 six<1
f'(x)= 1  sil<x<3

—2.x24+7six>3
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EJERCICIO 23

0O -1 0
Seala matriz A=|{-1 0 0
0o 0 -1
1) Hallar una expresiéon canodnica y clasificar la forma cuadrati a matriz

asociada es "A".
2) Hallar una matriz de paso ortogonal.

3) Clasificar Q(X) = XtAX restringida a x; —x, =0.
SOLUCION

1) Autovalores de "A"™: |[A —LeI|=-A3 =22 + A +1

e Expresion canonica: Q(y1;y2;y3) = y12 - y% - y%.

e (lasificacién: como los autovalores tienen si int0, la forma cuadratica es
indefinida.

2) Autovectores de A =1:

i i}EéHﬂ&}:{X;?%

A—Tel l
=LA=1)={(—x5;x; R} ={x, ¢ (-1;1;0), Vx, € R}

El vector vi = (—1;1;0) es g(x .
El vector w1 = ;0) es base ortonormal de L(A =1).

e Autovectores de

= (7L=—l) Z{(Xz;Xz;X?)), VXZ,X?) € g{} =

{x, ¢(1;1;0) + x5 ¢ (0;0;1), Vx,,x3 € R}
Ld 2 =(1;1;0) y v3 =(0;0;1) son una base de L(A =—1).

Los vectores w2 =HK—2H= (1/\/5;1/\/5;0) y w3 = ‘ 33” =(0;0;1) son una base
V2

‘<|

< |

ortonormal de L(A =—1).
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1 0 0
e Siendo D=|0 -1 0 |,lamatriz"C" tal que Ct ®¢ A @ C=D, es:

0O 0 -1

—1/2 142 0

C= 142 142 0

0 0 1

T 1 T

w1 w2 w3

3) La forma cuadratica Q(X)=X'AX es definida neg Q el subespacio
x1 — xp =0, pues en la matriz orlada
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EJERCICIO 24
La funcién de produccién de una empresa es Q(x;y)=120.(x — 2)1/2 (y — 3)1/3

siendo "x" e "y" son las cantidades empleadas de los factores de produccion. Si la

funcién de coste es C(x;y)=3.x+4.y um. y el empresario gasta 48 u.m. en la
compra de los factores de produccion, hallar la producciéon maxim

SOLUCION

¢ Debemos maximizar Q(x;y) bajo la restricciéon C(x;y) = 3. =0.

® Iuncion de Lagrange:
L(x;v;A) =120.(x = 2)1/2.(y = 3)1/3 — L. (3.x

e Condicion de primer orden:
L, =60.(x—2)~1/2.(y 381/3F8B.A=0
VL(;y;M)=0= 1L, =40.(x =2)V/2.(y = 3)2/F =4 A =0, =

4
.

2/3 (1)
(I1I)

empresa.

Ly =—-GB.x+4.y

A =20.(x —2)"1/2

= A =10.(x - 2)!
3.x+4y—

De (I) y (II) se deduce que:
Ux —2)V/2.(y-3)2/3=
2=>x=2y—4

3
sulta A =20.(8 — 2)~1/2.(6— 3)1/3 = zoJ._\G/E

C, C,
CX LXZ ny =
C, L. L,

Y v ga

3 4
(x=2)73/2 (y=3)1/3  20.(x=2)"V/2.(y-3)"2/3 >0

4 2092 (5=32 Ra-o2 -3

e Produccién maxima: Q(8;6) =120.(6 —2)1/2.(6 - 3)1/3

ACADEMIA KEYNES 30
Caravija 2, 968 237301



EJERCICIO 25

La funcién de utilidad de una persona que consume dos bienes en cantidades "x"
e "y" respectivamente, es U(x;y)=100—e™X —e 2, sCémo se maximiza la

utilidad si el consumidor dispone de 40 u.m. y los respectivos precios unitarios de
los bienes son 2 y 4 u.m.?

SOLUCION

® Debemos maximizar U(x;y) bajo la restriccion g(x;y) = 2.x =0.

® Funcién de Lagrange:

L(x;y30) =100 = €= — =2 — L. (2.x + 4l 40)

e Condicién de primer orden:

>0

—4 o—2.
4.¢e y(lO;S)
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EJERCICIO 26

La funcién de coste total de una empresa en competencia perfecta, es

C(x)=a.x2+bx+c

donde "x" es la cantidad producida.

Determinar los valores de "a", "b" y "c" sabiendo que:

El coste minimo es de 50 u.m. y se alcanza si x
El beneficio maximo es de 150 u.m. y se alcanza =

SOLUCION
o Al exigir que C(4) =50, resulta: 0
©

16.a+4.b+c=50 (I)
u?cién de beneficio de la

+Bx + )

Es C'(x) =2.a.x + b, y al exigir que se anule en x =

8.a.x+b=0 (II)

Siendo "p" el precio unitario del bien prod

empresa es B(x) = Ingresos — Costes = p.x —

Al exigir que B(4) =150, resulta:

6.p—(36.2+6, (I1I)
e Es B'(x)=p—2.a.x—b,yal exigir se en x = 0, resulta:
p—1 (Iv)
® [.a solucion del sistema de ecudei ue forman (I), (II), (IIT) y (IV) es
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EJERCICIO 27

La produccion de una empresa es Q(x;y) =4/(x +100).y, siendo "x" e

cantidades de los factores de produccion, cuyos respectivos precios unitarios son 1
y 2 u.m. Si se gastan 500 u.m. en comprar los factores de produccién, determina la
cantidad a emplear de cada factor para que la produccién sea maai
aproximadamente la produccién maxima si se gastan 504 u.m.?

SOLUCION

® Debemos maximizar Q(x;y) bajo la restriccion C(x;

e Funcién de Lagrange: L(x;y;A) = /(x +100).y — A.(x +

e Condicién de primer orden:

Jy
L, =—2  —A=0
* 24/x+100

VL(X;y;K)=6:>4 L =L100—2.7L=

Haciendo 2.y =x + 100 en (III),
x +(x +100

Al hacer x =200, y=150 e

2
Y= 12003150

0

(N

xima: Q(200;150) =~+/45000

~ (Variaci()n de Producci(')n)
o Variacion de Coste (200;1 50)

Ly
2
~3/2 y1/2 %.(X+1OO)_1/2.y_1/2

Ayt 100)71/2.y71/2 — (x +100)1/2.y3/2

y)=

(200;150)

n_n

>0

, si el coste aumenta 4 u.m.,

es Variacion de Produccion = 4.% =2; por tanto, si el coste es de 504 u.m.,

la producciéon maxima aproximada es v45000 + V2.

ACADEMIA KEYNES
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EJERCICIO 28

n_n

La utilidad de una persona es U(x;y) =%.Ln X +%.Ln (16 —7y), donde "x" es la

cantidad consumida de un bien cuyo precio unitario es 4 um, e "y" es la cantidad
de horas que trabaja, siendo su salario de 3 u.m./hora. Maximizar la utilidad si el
consumidor invierte toda su renta en el consumo del bien en cuesti

SOLUCION

¢ Debemos maximizar U(x;y) bajo la restriccion g(x;y) =4.x

e Iuncion de Lagrange:
:uxwﬁgzéLnx+%1naé—w—x.

e Condicién de primer orden:

N

L.=-L _4)=0

X=2.X

VL(x;y;A)=0=<L_=

Haciendo x==.(1

NGV

) resulta:

—y)—3y=0=>y=8=x=6

Al hacer x =6, efiXD), resulta A =1/48

e Condicion (6;8) corresponde a un maximo relativo, pues:
0 + -3
gx 8y )
<2 ny =4 - 5 <2 0 >0
Ly Lo
“laos) | -3 -1
2.(16—y) (6:8)
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EJERCICIO 29

Determinar la relacion que debe existir entre

+ +5
Bim (SE)T (XD

n H

y "b" para que

SOLUCION
e Ls:

)Xﬂ = (1) _ oy, () foesl

lim. =2 X+a
=X o0 x+3 6_2

e LEs:
x+b x+5
x+5 lim. (x +5) X+ . (b 2). X+
lim. (X+b) =(1°°)—6X9°° 20 X W ° X+2 = b2

x+a
) — b2 = H=0.

e Hs lim. (X+1 )X+

= lim.

X—> o0

EJERCICIO 30

1
Siendo f(x)=x.e™X, calcular J

0 im. f(x).

x—> +o0

SOLUCION
e Ls:

e |
=(0/0)= lim. ——=-1 =g
X Xx—> +oo eX oo
Aplicamos la Regla de L'Hospital
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EJERCICIO 31

La funcién de produccién de una empresa es Q(x;y;2) = x.y + 22, siendo "x", "y
y "z" son las cantidades empleadas de los factores de produccién, cuyos
respectivos precios unitarios son 11, 7 y 6 um. El coste fijo es de 40 u.m., y el

precio unitario de venta es 2 u.m.

1) Calcular las funciones de beneficio, de beneficio medio y de ¢ to
2) Calcular el beneficio si x =y=2, z=9, determinado la vastacio oximada

de beneficio si se pasaa x =1, y=3,2z=09.

SOLUCION

e Siendo "x", "y" y "z" las cantidades empleadas de 1 Qe produccion,
cuyos respectivos precios unitarios son 11, 7 y .m. coste variable es
t

11.x + 7.y + 6.z; asi, si el coste fijo es de 40 um., el ¢ es:

C(x;y;2)=40+11.x+ 7.y + 6.§
ido

Si el precio unitario de venta es 2 u.m., el ing

I(x;y;2) = 2.Q(x;y; )85

El beneficio es:

B(x;y;2) =1(x;y;2) — C(x;y;2) —(40+11L.x+7.y+6.2)

El beneficio medio es:
B(x;y;2)
Qxsy;

)= (40 +11.x + 7.y + 6.2)
X.y+22

y +

BM(x;y;2z) =

B(2;2;9)=

La variacion aproxi

(40 +11.2+4 7.2+ 6.9) =40

ficio si el input pasa de (2;2;9) a (1;3;9) es la

1-2 —1
(2;2;9)'[3—2]=[—7 -3 30]-[1]=4

9—9T 0

diferencial total

dB(2;

: )=2.(X.y+22) —(40+11L.x+7.y+06.2)=
B, (2;2;9) =(2.y—ll)(2;2;9) =7

= By(2;2;9) =(2.x —7)(2;2;9) =-3
BZ(2;2;9)=(4.Z—6)(2 30

;2;9) ~
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EJERCICIO 32
Sea la forma cuadratica Q(x;y;z) =x2 +y2 +3.22 = 2.x.y + 2.x.2— 2.y.2

1) Dar la expresion candnica de "Q" y clasificarla.
2) Seguin los valores de "b", clasificar "Q" sujeta a la restriccion b.z —y =0.

SOLUCION

® Expresion matricial de "Q":

1

Q(xsy;z) =[x y ﬂ'l4

1

e Autovalores de "A":

1-A -1

|A-Ael|=| -1 1-

1 —

=-M +5A2 —4. A= 4

® Expresion canonica de "Q™:

. [Y *} = (y9)? +4.(z%)?2

Qx*y*z=[x* y* z*
4 z*
e la forma cuadritica es semj ositiva, pues la matriz "A" tiene un
n s.

autovalor nulo y los restante

e Sibz—y=0,esy=b.z;a

b+3).22+2.(1-b).x.z=

1 1-b ol X
1—b b2-2b+3]| |z

da®B", la forma cuadratica "Q" es definida positiva bajo la
ues:

Sea cual sea el
restriccion

1 1-b

;H2=h—b b2 —2.b+3

|=2>O,‘v’be§K
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EJERCICIO 33

3 -1 1
Sea A=|-1 a -1|.
1 -1 3

1) Determinar "a" de modo que sea definida positiva la forma

atica cuya

matriz asociada es "A".

2) Para a=5, determinar las matrices "P" y "C" tales que P=Dy
CteAe(C=D,siendo "D" una matriz diagonal.
SOLUCION
e [a forma cuadratica es definida positiva sélo si:
H1=a11>0;H2=a“ 412 >0 ; =| >0
421 422
La forma cuadratica es definida positiva sélo si 1/ Z‘Jesz
H;=3>0,VaeR
_|3 1z 1
H, = | I 3. 3
Hy=|A|=8.a 1
2
3 -1
e Sia=5esA=|-1 5
1 -1
[A—Ael|=—
e Autovectores de A = 2:
—xH =— =_
1 2 X3 N X1 X3 N
—-x1 +3.xp =X3 xp =0
= LOL = 2) = {(—X3;O;X3), VX:)) € g{} =
={x3 ¢ (-1;0;1), Vx5 € R}
El've (—1;0;1) es base de L(A =2).
El vector w1 = ‘K—1H = (—1/«/5;0;1/«/5) es base ortonormal de L(A = 2).
V1
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e Autovectores de A = 3:

0 -1 1 X1 0 e — _
-1 2 —lle|x,|=|0 :{ F2TRS }:{Xl X3}:>
1 -1 0 0 —X1+2.X2 =X3 Xy =X3

X3

) A—V301 |
=LA =3)={(x3;x3;x3), Vx3 €R} =
={X3 L (1;1;1), VX3 (S 9{}
El vector v2 =(1;1;1) es base de L(A = 3).

El vector w2 = ‘K—ZH = (1/~/3;1/+/3;1/+/3) es base or L(A=3).
v2
e Autovectores de A = 6: 6
-3 -1 1 X1 0 3.xq + X X1 =X
T —1-X2=o:>{1 g{l 3}:>
1 -1 =3] |x3] [O Xq+x 3 Xp =-2.x3

A—V6OI
X3 S 9(} =
3 € R}

=LA=6)= {(X3;—2.X
={x3(l;

. mtalqueP_10A0P=D,es:

1 1}
1 -2
1 1
T 1
1 Vv2 V3
La matriz \€" t CteAe(C=D,es:
~1/2 143 1/46
c=| o0 1/J3 =2/6
/72 1/43  1/4/6
T 1
W1 w2 w3
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EJERCICIO 34

-1 1 0 X a
1) Discutir el sistema| 1 -2 —1|e|y|=|b]|, a,b,ceR.
0o -1 -1 z c
2) Clasificar la forma cuadratica cuya matriz asociada es la de los ientes del
anterior sistema, determinando su expresion canonica.

SOLUCION

1) Las matrices de coeficientes "A" y ampliada "B" son:

-1 1 0 -1 1 0
A=1 -2 -1|;B={1 =2 —

0o -1 -1 0 -1

Es rg(A)=2, pues | A|=0 y el menor de orden 2 in s no nulo. Como el
citado menor es no nulo, podemos eliminar la_3* columna de "B" sin que se

altere su rango. Es:

-1 1 a L a=0
rg(B)=1g —b—a#0
Por tanto:
*Sic—b—az0=1g(B)= incompatible
*Sic—b—-a= ref) < n° incég.= Compatible indeterminado

_ _ | 0 (simple)
42—
4N x_o:m_{_l o

e [a forma cua midefinida negativa, pues la matriz "A" tiene un
ntes son negativos.

0 0 X *
—1 0 le y * | = _(y*)Z _ (z*)2
0o -1 7 %
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EJERCICIO 35

a 0 O X b
1) Discutir el sistema |0 -2 —1|e|y|=|0], a,beR.
0o 1 -1 z 0

2) Clasificar la forma cuadratica cuya matriz asociada es la de los ientes del
anterior sistema.

SOLUCION

1) Las matrices de coeficientes "A" y ampliada "B" son:

a 0 0 a 0 0
A=0 -2 -1|;B=[0 -2 -

0o 1 -1 0 1

Es |A | =a, que se anula solo si a =0.

* Sia#0=rg(A)=3=rg(B)=n° incégnita Com’ible determinado

* S§1a=0, es:

=2<n° incég.= comp. indet.

rg(B) = incompatible

a1 12

; Ha = A
a1 422 3 | |

H1=a 5 H2=—2.a 5 H3=a

* 0, H, <0, H3 >0 = indefinida.

* 8 1, <0, Hy >0, H3 <0 = definida negativa.
0 0 0

*Sia=0=>A=|0 -2 -1|, que es semidefinida negativa, pues la matriz
0o 1 -1

"A" tiene un autovalor nulo y los restantes son negativos.
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EJERCICIO 36

2.x—1 six<3
Sea f:R > R tal que f<X):{—x|2 +8X|—10 Gix>3

1) Analizar su continuidad.
2) Calcular f'(x)

SOLUCION
1) Si x<3= f(x)=|2.x —1|= "f" es continua en todo punto.

Six>3=f(x)=—-x2+8.x—10= "f" es continua en tg % O.
La funcién "f' es continua en x =3, pues sus limi ales en x=3
coinciden con f(3)=[2.3-1|=5

#Six =37 = f(x)=]2.x—1]

*Six%3+:>f(x)=—xz

+ —lWS
2) Es:
- (2.x— @
f(x)= 2.X—lm<xﬁ3

Six<1/2=f(x)=—2.x—1 2
Sil/2<x<3=f(x)=2.x X) =
Six>3=f(x)= — f'(x)=-2.x+38

T.a funcién "f"

T —x2+8 si1X >3
S egativos| . [x<1/2
pues u(x) = 2.x — 1 tond@ywa positivos} si {X ~1/2
=

ivada en x =1/2, pues sus derivadas laterales en

o _):(d(—(Z.X—l))) 0'5:_2

dicho punto no s

dx

£(05+) = (—d(z’;;_ 2 ) L

flene derivada en x =3, pues sus derivadas laterales en dicho

f’(3_) :(%) I =2

—x2 —
f’(3+):(d( X ZEX 10)) =(—2.x+8) _5=2
x=3
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EJERCICIO 37

1+2x2 si—-1<x<1

Sea f:R > R tal que f(x)=
3x+Ilnx st 1<x<3

1) Calcular sus funciones derivadas primera y segunda.

2) Estudiar el crecimiento de "f", determinando sus 6ptimos absol@fos:

SOLUCION
DSi-1<x<l=fx)=1+2x2 = f'(x)=4.x.
Sil<x<3=f(x)=3x+Lnx=f'(x)=3+(1/x).

La funcién "f" es continua en x =1 (los limites late n dicho punto
coinciden con f(1)=3), y tiene derivada en x =1, {pues derivadas laterales
en x =1 son iguales:

RENTIEES R

£11+) =(d(3.x(;1|-XLn X)

Sil<x<3=f'x)=3+1/x)=f

La funcién f' es continua en x los Wimites laterales de f' en dicho punto
coinciden con f'(1)=4), y i erivada en x =1, pues sus derivadas
laterales en x =1 son distin

d(

dx )X =4

=1
v 1
NT) (),
& dx x=1 x2 x=1
réetente si x <0 (pues f'(x)<0 st x<0) y creciente si

>0). Asi, "f"" presenta un minimo local o relativo en

2) La funcién "f"

—1 y x =3 del intervalo [-1;3], es:
=1+2.(-1)2=3; f3)=334+Ln3=9+1n3
de "f" en el minimo relativo x =0 es inferior a f(—1) y a £(3), el

maximos relativos en [—1;3] y £(3) > f(=1), el maximo absoluto de "f" en [—1;3]
se presenta en x = 3.
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EJERCICIO 38

Sea la forma cuadratica

Q(x1;x2;x3) = X12 + X% + 3.X% —2.X1.X2 +2.X1.X3 —2.X2.X3

1) Dar una expresion canonica de la forma cuadratica y clasificarla

2) Clasificar, segun los valores del parametro "b", la forma cuadfatica’sijeta a la
restriccion —xp + b.x3 =0.
SOLUCION

Es:
1 -1

Q(x13xp;x3)=[x1 x5 x3]e [—1

La forma cuadratica es semidefinida positiva, pues los aWValores de "A" son no
negativos:

1-A -1 1 0
[A-heI|=| -1 1-1 -1 5A2—4h=0=A=11
1 -1 3-A 4
La expresion candnica de "Q" es Q(y = O.y12 + y% + 4.y%
Es:
Q(Xl;Xz;X3):X12+X 2.x1.Xx2 +2.x1.Xx3 —2.X9.X3 =
12+b2.X% 3+2.X1.X3—2.b.X%_
; 2 =0.= xp =h.x3
+ 2.b+3).x3 +(2-2.b).x1.x3 =
ol 1 1-b ol X1
1 1—b b2-2b+3]| |x3
W
ParalamatﬂQ
e, = Wi Wiz || 1 1-b  |_
o,1<2_‘W21 W “1—13 b2—2.b+3‘_2>0

V
asi, la

positiva pata todo valor de "b".

adratica "Q" sujeta a la restricciéon —xp +b.x3 =0 es definida
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EJERCICIO 39

Estudie la continuidad de f(x;y) en todos los puntos de R2:

yz.(x—l) )
f(x;y) = y4 + (x —1)2 st () # (150)
0 st (x;y) = (1;0)

SOLUCION

Si (x;y)#(1;0) entonces "f"' es continua en (x;y), pues f cociente de

polinomios cuyo denominador no se anula en (x;y).

La funcién dada carece de limite doble en (1;0), pues ;¥ )asc aproxima a (1;0)
siguiendo la trayectoria parabdlica x =1+ m.(y —0)2, lofval que se aproxima

f(x;y) depende del valor de "m":

m m

0 1+m2 14 m2

lim. f(1+m.(y —0)2;y)=lim.
y— 0 y— 0 y*+(m.

e limite doble en (1;0).

La funcién "f"' no es continua en (1;0), pu

EJERCICIO 40

La produccion de una empres (x;y)=120.(x = 2)1/2.(y = 3)1/3, donde

n_n n_n

Q(x;y) es el numero de unida idas y "x" e "y" son las cantidades

empleadas de los factores de i6n. S¥la funcién de coste de la empresa es

factores productivos roduccion maxima de la empresa y justificar la
respuesta.

SOLUCION

Debemos hallar e x,y) que cumple la condiciéon C(x;y)=3.x+8.y=50y
hace que la funci6 ) =120.(x — 2)1/2.(y — 3)1/3 alcance su valor maximo.
ge es:

)=120.(x — 2)1/2.(y— 3)1/3 —A.(3.x+8.y—50)

La funcion dgilag

La c esaria exige la anulacion del gradiente de la funcion de Lagrange:

dL/0x =60.(x —2)=1/2,(y=3)1/3 =31 =0

VL =0={0L/dy =40.(x — 2)1/2.(y = 3)72/3 =8.A=0
JL/Oh=—-3.x+8.y—50)=0
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De las dos primeras ecuaciones se deduce que

60.(x —2)~1/2.(y =3)1/3 _ 40.(x —2)1/2.(y - 3)~2/3
3 a 8
=4 (y-3)=x—-2=>x=4y-10

=

Haciendo x =4.y —10 en la tercera ecuacién del sistema VI =0,

3.(4.y—10)+8.y—50=0:>y=4=>{f:1

El punto (6;4), para el que es A =10, cotresponde a un m

| H(L(6;4;10)| =
s Q

-3 =30.(x—2)73/2.(y=3)1/3 20.(x — —1/2.(§3)—2/3

8 20.:-27V2 (=323 830' (6:4310)

Il

|

(O]
|

[OV]
(@}
N
d
N
()
DO
o
i

=3 -30/8 10 |>0
10 —-40/3

La produccién méaxima es Q(6; D1/2,(4-3)1/3 =240

Aunque no se pida, aprovecha para acreditar que estas al corriente de la
interpretacion del multiplicador de Lagrange; para ello basta decir que:

L=10= (Variacic')n de Produccion

Variaciéon de Coste )(6;4)
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EJERCICIO 41
Discutir el siguiente sistema de ecuaciones segun el valor del parametro "a

-x+2y+llz=a
2x+3y—z=—4

-x—y+2z=1
SOLUCION
Sea "A" la matriz de los coeficientes del sistema y "B" la matri
-1 2 11]
A=l2 3 -1[:B
-1 -1 2|
-1 2
Es rg(A)=2, pues |A|=0y 5 37&

n "

-1 2 a
Enla matriz "B",es | 2 3 —4|=a+5,que s&o sia=-b5,
-1 -1 1

* Sla#—-5=rg(A)=2#1g(B)=3= inc le.
* Sia=-5=rg(A)=2=rg(B)<n°incodg mpatible indeterminado.

EJERCICIO 42
Sea f(x)=eX/x

1) Calcular Iim. f(x) ;
x— 07

2) Determinar las asintota

f(x); lim. f(x)
oo X—> +o0

3) Estudiar el crecim etermmando sus extremos relativos.

4) Esbozar la grafi

SOLUCION
1) Es:

x—= 0t X 0t 0t
- = S = L = O
x—> —oo —oo  —oo
X—> +oo X + x—> oo 1
Regla de L'Hospital
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2) La recta x =0 es una asintota vertical.

La recta y =0 es una asintota horizontal si x — —oo, pues lim. f(x)=0.
X—> —eo

No hay asintota horizontal si x = +eo, pues lim. f(x)=+oo.
X—> +oo

No hay asintota oblicua si x = +eo, pues  lim.  f(x)/x = +og

X—> too
3) Para determinar los intervalos de crecimiento/decrecimient los pun-
tos en que "f" presenta maximo o minimo relativo, est igno de su

funcion derivada primera:

X x —ex X (x—
f' X :€ .X c —
(%) ) )

Si x#0 es eX/x2>0; asi, el signo de f'(x) es el d¢ 1", que es negativo

(= f(x) es decreciente) si x <1 y positivo f(x) ’creciente) si x>1. En

x =1 hay minimo relativo, pues en él "f" pas creciente a ser creciente.
t

4) La funcién esta definida y es continua

los puntos que anulan el

denominador; o sea, esta definida y es 1 x#0. Como eX es positivo

en todo punto, el signo de f(x)=-eX "x"; asi, es f(x)<0 si x<0,

siendo f(x)>0 si x> 0.
La grafica no es simétrica respec ¢ , pues f(—x)=—e"X/x # {(x).

La grafica no es simétrica res igen, pues f(—x)=—e"%/x #—f(x).

bceisa§ypues f(x) =0 carece de solucién.

_,%)A
2

La grafica de "f" no toca al
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EJERCICIO 43

La funcién de producciéon de una empresa es Q(x;y)=x.y, siendo "x" e "y" los
factores empleados de produccién. El nivel de contaminacién generado por el
proceso productivo es C(x;y)=3.x +2.y. Determinar las cantidades "x" e¢ "y"

que maximizan la produccién con un nivel de contaminacion 88.

global?
SOLUCION

un 6ptimo

® Debemos maximizar Q(x;y) bajo la restriccion C(x;y) = : 8§=0.
® Iuncion de Lagrange:

Lx;v;A) =x.y—AGBx + 2.y —
e Condici6én de primer orden:

@
(1D

Ly=y—-3A=0

VL(x;7;M)=0=>{L, =x—2A=0

y

De (I) y (I) se deduce que %:%

Haciendo x = ZTY en (III), result Qlo que X = %
Al hacer y =22 en (1), resulta
e Condicién 2° orden: m
p

El punto (44/3;22) cor n maximo relativo, pues:

3
0 >0
1

[\S RGN I aw)
S =N

2 44/3:22) (44/3;22)

é:l es indefinida en todo punto, no puede afirmarse que

) corresponda a un maximo absoluto.
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EJERCICIO 44

Clasificar las siguientes formas cuadraticas

Qq(x;y;2)=-3.y2 +4.x.y+8.x.2+4.y.z
Qr(x3y352) = —x2 —2.y2 — 72 —2xy—2xz—2y.z
Qa(x3y;52) = x2 —2x.y+2x.z

SOLUCION
0
¢ (Q es indefinida, pues su matriz asociada Ay =| 2
4

H1=al1=O;H2=

all 2112 — O 2
2121 2122 2 —3

A la misma conclusion se llega sin mas que observar qu
Q1(051;0)=-3<0 y Q; (140¥1).= 880

-1 -1 -1

-1 -2 —1]estalque

-1 -1 -1

® (), es definida negativa, pues su matriz a

-1
-2

a11
a

H1=al1=—1<O;H2= >O;H3=|A2|<O

21
® Q3 es indefinida, pues Q3(1;0;0)SH > 3(1;1;0)=-1<0.

<
Nj
&
®
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