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Nada hay mas rentable
que estudiar Matematicas
a muerte: si entiendes de
numeros haras la Carrera
con la gorra, porque te se-
ra muy facil entender todo
lo que se expresa mediante

\\ numeros
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Llamamos matriz de orden mxn a toda disposicidon rectangular de mxn ndmeros es ordenados en "m" filas y "n"
columnas. El conjunto formado por las matrices de orden m x n se denota My, Para identificar los elementos que for-

man una matriz "A" usamos subindices: al hablar del elemento ajj de "A", hablamos del elemento de "A" que esta en la i-

ésima fila y en la j-ésima columna, y para referirnos genéricamente a | ement‘e "A", escribimos A = {aij}.

Se dice que una matriz es cuadrada de orden "n" si tiene "n" filas y n s; en tal caso, los elementos que tienen
los dos subindices iguales forman la diagonal principal de la matriz. a_de una matriz cuadrada "A" es la suma de
los elementos de la diagonal principal de "A", y se denota Tr(A).
Si una matriz es de orden 1xn, se dice que es una matriz fila; y n mx1, se dice que es una matriz columna.
Diremos que dos matrices son equidimensionales si tienen el orden; es decir, si ambas tienen igual nimero de
filas e igual numero de columnas.
La matriz opuesta de la matriz "A" se denota -A, yes lam ida al cambiar el signo de los elementos que "A".
Se llama nula a toda matriz cuyos elementos sean nulos; tenga el orden que tenga.

Las matrices equidimensionales A = {aij} yB= {bij} son.ig i

Suma de matrices
SiA= {aij} yB ={bij} son matrices de orden m x
1) Es conmutativa: A+B =B +A

2) Es asociativa: A+ (B +C) =(A +B) +C
3) Admite elemento neutro: A+0=0 +A =
4) Cada matriz tiene simétrica respecto de

5) Si "A" y "B" son matrices cuadrad
Producto de un escalar p

El producto del escalar "a" por lam
mentos de "A". Siendo "a" y "B" es

as(A+B)=a+ A+a

+B es la matriz de orden m x n tal que A +B ={aij +bij}.

A) =(-A) +A =0
s Tr(A+B) =Tr(A) + Tr(B).

nota a ¢ A, y es la matriz obtenida al multiplicar por "a" todos los ele-
y "B" matrices equidimensionales, es:

B A=as A+ B A; o0 (B AF (0. A; Tr(a A a.Tr(A)
Producto de matrices
Siendo A = {aij} una matriz
producto de "A" por "B", y,
de la i-ésima fila dg

nyB= {bij} una matriz de orden n x p, la matriz C = {cij} de orden mxp es el
A+B, si cjj es la suma de los productos obtenidos al multiplicar cada elemento
spondiente de la j-ésima columna de "B"; o sea: ¢jj = aj1.b4j +ajp.bpj +... +aj.by;.
2) Distributiva re a:A«(B+C)=(A*B)+ (A« C)
atrices no es conmutativo.

A tienen sentido, es Tr(A*B)= Tr(B+ A),
Traspuesta de una matriz

Si en una matriz "A" permutamos filas por columnas conservando el orden de ellas, resulta la matriz llamada traspuesta
de "A", que se denota At. Es: (At = A ; (A+B)t =At +Bt ; (a +A)t =a <At ; (A«Be C D)= Dt Ct Bt At

Matriz simétrica
La matriz cuadrada "A" es "simétrica”" si A = At; o sea, si ajj =ajj. Para toda matriz A ={ajj} sucede que A+ At es simé-

trica, siendo Tr(Ae« At)= Za% . Si"A" es cuadrada, A + At es simétrica.



Matriz antisimétrica
La matriz cuadrada "A" es antisimétrica si A = -At; o sea: ajj = -aji. Los elementos de la diagonal principal de una matriz

antisimétrica son nulos. Si "A" es cuadrada, A — At es antisimétrica. Toda matriz cuadrada "C" puede descomponerse en
suma de una matriz simétrica "S" y otra antisimétrica "H":

S=(C+Ct)/2 ={(cjj +¢ji)/2} ; H=(C -Ct)/2 ={(cj —cji)/2}

Matriz unidad: matriz cuadrada tal que los elementos de la diagonal principal son iguales a 1y los demas elementos
de la matriz son nulos. Se denota "I".

Matriz escalar: matriz cuadrada tal que los elementos de la diagonal principal son todos iguales, siendo nulos los
restantes elementos de la matriz.

Matriz diagonal: matriz cuadrada tal que son nulos todos los elementos no situados gfi laidiagonal principal.

Matriz triangular: matriz cuadrada tal que todos los elementos a un lado de la diagénal principat son nulos.
Matriz idempotente: la matriz cuadrada "A" es idempotente si A+ A= A.

Matriz involutiva: la matriz cuadrada "A" es involutiva si A+ A=1. Si "A" es idempotente, la matriz 2« A-| es invo-
lutiva. Si "A" es involutiva, la matriz (A +1)/2 es idempotente.

Transformaciones elementales

Si "A" es una matriz, se llaman transformaciones elementales a las siguientes: la trasposicion, el cambio entre si de dos
filas o columnas de "A", la multiplicacion de todos los elementos de una linea de,"A% por un mismo numero distinto de
cero, y la adicion a todos los elementos de una fila (columna) de "A" de los elementos correspondientes de otra fila (co-
lumna) multiplicados por un mismo ndmero. Las transformaciones elementales nosalteran el rango de una matriz.
Determinantes, menor complementario, cofactor

A cada matriz cuadrada "A" le asociamos un numero que llamamos “determinante” de "A" y denotamos | A|; segun que
|A|#£0 6|A|=0, decimos que "A" es regular o singular. EI menofi€6mplementario del elemento aj; de "A" se denota ajj,

y es el determinante de la matriz obtenida al suprimir la i-ésimafild y la j-ésima columna de "A". El cofactor de ajj; es
(—1)i+J'.0(ij, y se denota Aj;. El valor | A| es la suma de los preductos ébtenidos al multiplicar cada elemento de una linea

de "A" por su cofactor. Siendo "A" y "B" matrices cuadradas del misme,orden, es |A+B|= |A|.|B]|.

1) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.

2) Si todos los elementos de una linea son cero, el detérminante es,cero.

3) Si se cambia el orden de dos lineas paralelas, el determihante cambia de signo.

4) Si dos lineas paralelas son iguales o proporcionalespel. determinante es cero.

5) Si todos los elementos de una linea se multiplican poriun mismo numero, el determinante queda multiplicado por ese

ndmero. Asi, si la matriz "A" es cuadrada de grden " y "k" e$ Un numero real, entonces |k + A|=kN.| A|.

6) Un determinante no varia si a una cualquiera deSus {ineas le'sumamos o restamos otras lineas paralelas a ella multi-
plicadas por numeros cualesquiera.

7) Un determinante es cero si una degsus lineas puede obtenerse como suma de otras lineas paralelas a ella, multiplica-
das cada una de éstas por un numera.

Menores de una matriz

Si seleccionamos los elementos de la matsiz "A"(ho necesariamente cuadrada) que a la vez estan en "k" cualquiera de
sus filas y en "k" cualquiera de sus_celumnas, ©btenemos una matriz cuadrada de orden "k" de cuyo determinante se dice
que es un menor de orden "k" de/*A".

Rango de una matriz

El rango de una matriz "A" esfelferden‘del’'menor no nulo de "A" que tenga mayor orden. Se denota rg(A).

1) El rango de una matriz coincide‘eomel de su matriz traspuesta.

2) El rango de una matriz n@ varia si cambiamos el orden de filas o columnas.

3) El rango de unagmatriz'Ag,variaisi multiplicamos una linea por un nimero distinto de cero.

4) El rango de una maitfiz no varia'si a una linea le sumamos otras paralelas multiplicadas por nimeros cualesquiera.

5) El rango de una matriz n@,varia al suprimir una linea de ceros.

6) Si una linea es;sumaydefotras paralelas a ella multiplicadas por ciertos numeros, podemos eliminar dicha linea sin que
se altere el rangoide la matfiz.

Adjunta de una matriz cuadrada

Siendo "A" una matriz cuadrada de orden "n", lamamos adjunta de "A" a la matriz cuadrada de orden "n" que resulta al
sustituir cada elemento de la matriz traspuesta de "A" por su cofactor. Se denota Adj.(A).

1) A« Adj.(A)= (Adj.(A))s A= |Als |

2) Siendo "A" y "B" matrices cuadradas del mismo orden, es: Adj.(A * B)= ((Adj.(A))* ((Adj.(B)).

3) Es| AL Adi.(A)|=( A" O |Adi.(A)=(A)~".

4) Si "A" es singular, la matriz Adj.(A) también lo es, y rg(Adj.(A)) <1 ademas: A+ Adj.(A)= (Adj.(A))s A= 0.




Inversa de una matriz cuadrada
Si "A" es una matriz cuadrada de orden "n" e "I" es la matriz unidad del mismo orden que "A", se llama inversa de "A" y se
denota A~1 a la matriz cuadrada de orden "n" que verifica que As A~1=A=1+ A=1;es: A~1=Adj.(A)/|A|

1) Es (A~1)~1=A y (AH) -1 = (A1)t Si"A" es simétrica, A~ también es simétrica, si existe A~1.

2) Siendo |A|#0 y"B"y "C" matrices cuadradas del mismo orden que "A", si A« B= A+ C, entonces B =C.

3) La inversa de un producto de matrices regulares del mismo orden es el producto de las inversas en orden contrario.
Por ejemplo, siendo "A, "B", "C" y "D" regulares del mismo orden, es: (A+Be Ce D)"1=D-1e C-% Bt A-l

4) Si "A" tiene inversa, es | A1 | =1/ Al.

Matriz ortogonal
Siendo "A" una matriz cuadrada regular e "I" la matriz unidad del mismo orden que "A",
A+ At=106 At = A-1. El determinante de una matriz ortogonal es 16 —1. Si "A" es ort
Si"A" y "B" son ortogonales de igual orden, la matriz A « B es ortogonal.
Matrices congruentes y semejantes

Siendo "A" y "B" matrices cuadradas de orden "n", se dice que son congruentes si
den "n"y tal que A =Ht « B« H. Se dice que "A"y "B" son semejantes si existe una
n"ytal que B=P~1+ A« P. Dos matrices semejantes tienen el mismo determi

Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de "m" ecuaciones lineales con "n" incégnitas x1,X2,...,Xn €s un sis m" ecuaciones cuya "estructura”
es tal que todas las incognitas siempre aparecen elevadas a exponente unidad y multiplicadas por constantes ajj:

,m

" es ortogonal si
~1 también lo son.

atriz "H" cuadrada de or-
lar "P" cuadrada de orden
ma traza.

akq-Xq1 takgo.Xo t.... takn. Xy =

patible si tiene solucién; en tal caso, se
e infinitas soluciones. Se dice que dos
: n un sistema lineal sustituimos una ecua-
ulo y sumarla miembro a miembro a otras
nuevo sistema es equivalente al primero.

Se dice que el sistema es incompatible si no tiene solucion. Se dice
dice determinado si la solucién es Unica, y se dice que es indetermi
sistemas de ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas
cion por la que resulta al multiplicarla por un ndmero cual
ecuaciones del sistema (tras multiplicar éstas por un nimero cu

Teorema de Rouché-Frobenius

En un sistema lineal de "n" incégnitas cuya matriz de co
cesaria y suficiente para que dicho sistema sea compati

Sirg(A)=rgB)=n 0 e
Sirg(A)=rg(B) <n a tiene infinitas soluciones

Sirg(A)#rg(B) = el sistema es incompatible.

Sistemas lineales homogéneos

Se dice que un sistema lineal es homogéneo ( i es nulo el término independiente de cada ecuacion; asi, la matriz
de los coeficientes y la matriz ampliada sol en una columna de ceros; por ello siempre tienen igual rango,
y eso hace que los sistemas lineale siempre sean compatibles, pues siempre admiten la ST (solucién tri-

vial). Por tanto, segun Rouché-Frobeniu con "n" incognitas y matriz de coeficientes "A", se tiene que:
| sistema solo tiene la solucion trivial
sistema tiene infinitas soluciones

sistema es solucion del sistema, ducto de una solucion del sistema por un nimero real es solucioén del sistema.

¢DE QUE VALE ESTUDIAR ALGEBRA LINEAL $I
SE DESCONOCE LA EXISTENCIA DE "LO LINEAL™?

Me gana por
goleada ....
10000 a 0

iESO mismo me he pre-
guntado yo 10000 veces!




Espacio Vectorial
Sea (K;OE ) un cuerpo conmutativo y "w"el elemento neutro de la ley producto "[1" definida en el conjunto "K". Sea
V= {>_<; y;hi...... } un conjunto donde hemos definido una ley de composicion interna llamada "suma" (se denota "+") y una

ley de composicion externa llamada "producto por un escalar" (se denota "+"); asi, se dice que el conjunto "V", con las
leyes suma y producto por un escalar definidas en él, es un espacio vectorial (EV) sobre el cuerpo (K;05] ) si:

1) La suma es conmutativa: Ox;y Vesk y ¥ X

2) La suma es asociativa: Oxy,H] Vesx (¥ B (x v h

3) La suma admite elemento neutro: 000 VI [k V e$ x=0+0=x X

4) Cada elemento de "V" tiene simétrico respecto de la suma:0 X1 V] [y V tal que x=y +§=xm0
5) wex=x, XV

6) @ B KJOx V,esi(oe B) % (& X (B x)

7NBOK Xy Vesa+(x=y)«(@+x)e@ )

8) @ ,B1 KJOx V,es:as (= x)O(@ B) x

Si "V" es un espacio vectorial, a sus elementos se les llama vectores.

Combinacioén lineal de vectores

Se dice que el vector x es combinacién lineal (CL) de los vectores h1, .... , hil'si es pasible encontrar "k" nimeros reales
aq,...,ax tales que x=0a4 *hq1+ ... +ay * hx. Expresado en términos intuitives, se dice que x es CL de ht, ...., hk
para indicar que la "informacidon” que contiene x puede obtenerse a partir de la que‘eontienen ht, ..., hk (para ello basta
multiplicar cada vector hj por un nimero adecuado oj y sumar todos losgproductosirealizados).

| A EFECTOS PRACTICOS |

Para averiguar si el vector x es CL de los vectores hi, ...., hk, exigirem0s que x=aq*h1+ ... +ay * hk, lo que
SIEMPRE nos conducira a un sistema lineal con "k" incognitas d4,---500K ;Y X es (no es) CL de h1, ...., hk si dicho siste-
ma lineal tiene (no tiene) solucion. La matriz A/B de coeficientes/fampliada del sistema lineal en cuestion es:
A/B=|mbe .. e
O 1T
Rt h... hk x

Por tanto, segin Rouché-Frobenius, si "A" y "B" lienen (no tienen) el mismo rango, el sistema lineal tiene (no tiene) solu-
cion, por lo que x es (no es) CL de ht, ...., hk.

Dependencia e independencia lineal de.vectores

Los vectores h1, ..., hk son linealm@hte, independientes (LI) si la ecuacién vectorial a4+ hq+ ....+ay * hx = 0 admite
solo la solucion trivial (ST) a4 =a g =..."=@k =0:"si‘no son LI, se dice que son linealmente dependientes (LD). Afirmar

que unos vectores de "V" son LI es afirmar que entre ellos no hay "informacién repetida": es imposible obtener la "infor-
macién" que contiene cualquiera de_ellos, combinando linealmente la "informaciéon" que contienen los restantes. Al
contrario: afirmar que son LD es aficmar quetentre ellos hay "informacion repetida": es posible obtener la "informacion”
que contiene alguno de ellos combinando linealmente la "informacion" que contienen los restantes.

| AEFECTOS PRACTICOS |

Para saber si h1, ...., hk soft LI@IkD exigimos que aq<h1+ ... +a * hk = 0, lo que SIEMPRE nos conduciré a un SLH
con "k" incognitas O ,...,a0%.\Los veetores son LI o LD segun que dicho SLH tenga unicamente la ST o no. La matriz "A"
de coeficientes del.sistéma,es laigue tiene por columnas a hi, .... , hk. Por tanto, segtin Rouché-Frobenius, los vectores

h1, ...., hk son i siglrango'de "A" coincide con el nimero de incdgnitas (o sea, rg(A) =k), pues en tal caso el sistema
solo tiene la solugion trivialla 1 a2 =....=a g =0. Son LD si el rango de "A" es inferior al nUmero de incognitas (o sea, si
rg(A) <k), pues enyese€aso el sistema no tiene soélo la ST. Si rg(A) =p, el numero maximo de vectores LI que pueden
encontrarse entre h1, ™mmmhk es "p"; es concreto, son LI los "p" vectores correspondientes a cualesquiera "p" columnas
de "A" con las que pueda formarse un menor no nulo de orden "p".

Dimension de un espacio vectorial: es el nimero maximo de vectores LI que pueden encontrarse en él.

Sistema generador de un espacio vectorial

Si"V'esun EVyH=¢{h1,...., hk} OV, se dice que "H" es un sistema generador (SG) de "V" si haciendo combinaciones

lineales con los vectores de "H" puede obtenerse cualquier vector de "V". De otro modo: "H" es un SG de "V" si la "infor-
macion" que contiene cualquier vector de "V" puede obtenerse combinando linealmente la que contienen los vectores de
n "
H".
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- _ et =n O h4,...,hk sonun SG de "V"
Si dim.(V) = Do : _ _
Hdim.(V)=n'y rg{ .]es {<n O h1,...,hk nosonun SGde"V"

Base de un espacio vectorial

Si"V" es un EV de dimension "n", se llama base de "V" a todo SG de "V" que esté formado por "n" vectores; es decir, una
base de "V" es un subconjunto de "V" formado por "n" vectores (ni uno mas ni uno menos) linealmente independientes.
Como toda base de "V" es SG de "V", haciendo combinaciones lineales con los vectores de una base de "V" puede obte-
nerse cualquier vector de "V".

Coordenadas de un vector respecto de una base

Si x es un vector del espacio vectorial "V"y B={h1, .... ,hn} es una base de "V", las ceordenadas,de x respecto de la
base "B" son los coeficientes de la combinacién lineal que permite obtener x a partir de [0s Vectores de la base "B"; por
tanto, si x=xq*h1+ ... +x,*hn, las coordenadas de x respecto de "B"#son (xq; .. ;Xp), Yy escribiremos
X =(X4; .... ; Xp )- Las coordenadas de un vector respecto de una base son unicas.

Ecuacién de un cambio de base

Siendo dim.(V)=n, sean By =1{h1, ..... hntyBy ={ki, ... kn} bases de "V, siendgt

k1=aqq*h1+ ... +aq * hp

Asi, si pOV es tal que

p=xqeh1+ ....+xpehn ; p=yqoKi® ...y, kn
la ecuacién del cambio B4 - By que relaciona las coordenadas xfims.. : xfi) de p respecto de B4 (base "vieja") con las
coordenadas (yq; .... ;Y ) de p respecto de By (base "nueva") es:

A

{Xﬁ]_r‘“ e at”J !yﬁ]
xn | |ag emann || Yn
N
k1 kn

donde las columnas de "A" son las coordenadas querespecto,de la base "vieja" B4 tienen los vectores K1, ... kn que
forman la base "nueva" Bs.

Subespacio vectorial
Si "V" es un espacio vectorial y "S" es un subconjuntoyde "V", se dice que "S" es subespacio de "V" si con las leyes suma
y producto por un escalar definidas en™\", el conjunto "S" también es un espacio vectorial, lo que sucede sdlo si:

HOX S ocurrequex ¥ S

2) 0 S, [ ,ocurrequeld x S

o lo que es igual: . ~ B
whx, y1°8d > OB ocurrequesl x (B y S

O sea, "S" es subespacio de "V"(sitoda combinacion lineal de vectores de "S" es un vector de "S". Si "S" es subespacio
de "V", vale para "S" todo lo dicho sobresombinacion lineal de vectores de "S", dependencia e independencia lineal de
vectores de "S", sistema dedgeneradores de "S", dimension de "S", base de "S", coordenadas de un vector de "S" res-
pecto de una base de "S" y cambio de,base de referencia en "S".

Variedad Lineal

Si "V" es un espacio vectorialy H= {51, ,ﬁk} OV, la variedad lineal engendrada por "H" se denota L(H), y es el con-

junto que forman los vectofes de "V" que pueden obtenerse como combinacion lineal de los vectores de "H":
LH)={xOV/%x 8¢ ht ..+ 6 hk, 6005 i 12...k}

Del conjunto H= {51, ,Ek} se dice que es un sistema generador de L(H). El conjunto L(H) es un subespacio de "V", y

su dimension (o sea, el nimero maximo de vectores LI que se pueden encontrar en L(H)) coincide con el numero maximo
de vectores LI que se pueden encontrar en "H", que coincide con el rango de la matriz "A" cuyas columnas son los vecto-
res de "H". Si rg(A) =p, los "p" vectores de "H" correspondientes a cualesquiera "p" columnas de "A" con las que se
pueda formar un menor no nulo de orden "p" forman una base de L(H). Obtendremos unas ecuaciones paramétricas de
L(H) al expresar matematicamente que todo vector de L(H) es combinacion lineal de los vectores de una base de L(H). Al
eliminar los parametros en las ecuaciones paramétricas, obtendremos unas ecuaciones cartesianas de L(H), o sea, ob-

tendremos un sistema lineal homogéneo de ecuaciones cuyo conjunto de soluciones es L(H).



Producto escalar de vectores

Si "V" es un espacio vectorial de dimensién "n" y x = (x1;--:%xp) e y= (y1; --;¥n) son vectores del espacio vectorial "V",
su producto escalar es el nimero real que se denota x ey, siendo X* y= X4.Y1+ .... + Xn.Yp.

1) Oxy1 V,esx 5 oy X

2)0xy] V@M  ,es (& X) y *a.(x y)

3)0xy,Zl V,esx @y 2 x ¥) éx 2)

Vectores ortogonales

Se dice que los vectores x e y del espacio vectorial "V" son ortogonales si x+ y= 0.

El vector cero es ortogonal a cualquier otro vector, pues 0+ x= 0, 0 x.

Si los vectores h1, .... ,hk (distintos de 0) son ortogonales dos a dos, son LI.

Base ortogonal
Una base de un espacio vectorial es ortogonal si el producto escalar de cualesquieraqdosvectoresde la base es cero.

La facultad de abstraccion

La dificultad de desarrollar en el ser humano su capacidad de abstraccion, que con la
facultad de razonamiento constituye uno de los principales objetivos formativos de la
ensefanza de la Matematica, lo prueba la historia del cero y del numero negativo.

La palabra cero (de origen arabe: sifr = vacio) fue introducida hacia fines del siglo XV y el uso del cero como nume-
ro se acepto soélo desde el siglo Xlll por Leonardo de Pisa (también llamado Fibonacci), que lo tomé de la escuela
arabiga espafola, cuyo representante mas prominente era Juan de Sevilla. Los hindues, en su célebre numeracion
decimal, usaban el cero como hueco, lo que ya representa un avance formidable de representar la nada (o ausencia
de unidades) por un simbolo; a esto llegaron también los mayas en su notable sistema de numeracién vigesimal.

Y hasta el siglo XVII no fueron aceptados sin discusion los nUmeros negativos; los griegos nunca consideraron co-
mo solucion de un problema una cantidad negativa o irracional.

Las "fracciones" no eran numeros para los matematicos griegos, sino "razones de numeros"; pero el logisto = habil
calculador entre los griegos, o el escriba entre los egipcios, persistia en "calcular" profesionalmente con las "frac-
ciones" como si fuesen "nimeros", sin preocuparse por justificar l6gicamente sus reglas de calculo e indiferente a
las criticas irdnicas de Platén.

Ortogonalizacion de Graam-Schmidt
Siendo "V" un EV de dimension "k" y B4 = {h1/... .k} una base de "V", calcularemos una base B ={d1, ... ,dk } que
sea ortogonal trabajando asi:

di=hs (1

d2 =h2+aiedy _

dyshg et +Poed2
d4°=hg +64.*dq*% 6o.ed2 + B3+d3

dig=hk +Aqedt +Aoed2 +A3sd3+ ...+ Ak _q*dk—1
Los valores de a,B1,82, .....,A,AD,....4A &\ los determinaremos al exigir que d1, .... ,dk sean ortogonales dos a dos.
Mddulo de un vector
Es la raiz cuadrada del producto‘esealar del vector por si mismo.
Base ortonormal
Una base es ortopormal si es,ortegonal y sus vectores tienen modulo 1.

Correspondencia entre conjuntos

Siendo "A" y "B"\eonjuntes cualesquiera, se llama correspondencia de "A" en "B" a todo A ok, B
criterio o ley que asogie eleméntos de "A" con elementos de "B". Si el nombre del criterio es

"f", para expresar que "' €s una correspondencia de "A" en "B" escribiremos f:A+>B. De "A" R

se dice que es el conjunto "inicial" de "f", y de "B" se dice que es el conjunto "final" de "f". Si X > f(x)

x OA, escribiremos f(x) para referirnos a los elementos de "B" que "f" asocia a "x".

Aplicacion entre conjuntos

Se dice que la correspondencia f: A+ B es una aplicacion si cada elemento de "A" tiene una Unica imagen en "B". Una
aplicacion f: A B es inyectiva si x2y O f(& f(y). Se dice que "f" es sobreyectiva si todo elemento del conjunto final

"B" es imagen de algun elemento del conjunto inicial "A". Se dice que "f" es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.




Aplicacién lineal entre espacios vectoriales
Si Vi, ¥ Vi, son espacios vectoriales sobre el cuerpo de los reales y f:Vj, >V, es una

aplicacion, se dice que "f" es una aplicacion lineal u homomorfismo si: Vi Dﬂ» Vm
(x+y) =f(x) +1(y), Ox YD Vi _ _
2 flaex)=a-f(x),0 X Vi X P f(x)

o lo que es igual: f(a « x+Be y)= a« f(xy+ B f(y),d x¥ Vg, @B
Una aplicacion f:Vy, — Vi, es lineal sélo si su expresion matematica es asi:
f(X1; ..o iXp)=(@11. X1 + ... Fa4- X 5eeneees ;8m1-X1 +... *amn-Xn)
donde todos los ajj son constantes.
Expresiéon de una aplicacidn lineal
Sea f:Vy, > Vi una aplicacion lineal, By = {h1, .... ,hn} la base de referencia en Vj, y Bg=lk1, " Jkm} la base de refe-

rencia la base en V. Si se conocen los vectores f(h1), ... .f(hn), puede determinarse |a imagen segin "f" de cualquier
vector X =xq *h1+ .... + x5 » hn 0 V,,. En concreto, si
f(h1)=aqq*k1+ .... taqm * km

f(hn)=apq *k1+ ... +apm * km
entonces, si f(X) =y *k1+ ...+ Yy * km, es:

coordenadas de f(x) respecto de Bo || coordenadas de X féspecto de B1

A
Y1 aqq Doap X4
{ : ]:{ oo ]-{:} 0]
Ym am 5N a@nm Xn
Tt g
f(h1) ...... f(hn)

De (I) se dice que es la expresion de "f" respecto de las bases B1y Bgf y de "A" se dice que es la matriz asociada a "f"
respecto de las bases B y Bo.

Nucleo de una aplicacion lineal

El nucleo de la aplicacion lineal f:V, >V, se denéta)"kerf, yes el conjunto que v o v
forman los vectores de V, cuya imagen segun "f" es el veetor cero de V. n m
ker.f ={x OV, / f(xF 00 vm%q\{ Vn FA=X3D  Vp, ker.f
| siendo "A" la matriz asociad@ a ", es f(x) A x | X » 0

El nucleo de una aplicacién lineal es un subespacio del.espacio inicial.

La expresion A« x= 0 es la de un Sl#, jque son unas ecuaciones cartesianas del nicleo!. Como siempre, el nimero de
ecuaciones cartesianas independientes‘coincide €onrel rango de "A", siendo: dim.(ker.f) = dim.(Vp ) —rg(A).

Si rg(A) =dim.(V,) O dim.(ker.f) 20,8, A“x=0 sélo tiene la solucion trivial x=0 0V,0 el tnico vector del espacio
inicial que tiene por imagen al vector ceroydel espacio final es el vector cero del espacio inicial.

Imagen de una aplicaciondineal

La imagen de "f" se denota "Img.f",£y e$, el conjunto que forman los vectores del
o . , Lo Vh 4 Vim
espacio final que son |magen_de algun vector del espacio |n|g|al. ~ O
Img.f = {@BV,, K"V, parael que f(x) z} Img.f
El conjunto Img.f es subespacio dellespacio final. Siempre es dim.(Img.f) =rg(A); y si _ a
rg(A) =p, los "p" vectores ‘del espaciofinal correspondientes a cualesquiera "p" colum- X A
nas de "A" con lag'que pueda‘formarse un menor no nulo de orden "p", forman una

base de Img.f. Sigmpfe'es dimy(ker.f) + dim.(Img.f) =dim.(Vy).

Propiedades deilas aplicaciones lineales

Sea f:V > Vi, es'tina aplica€ion lineal.

1) Si 0 es el vector cero de Vn, entonces f(0) es el vector cero de V-

2) Sih1,....,hk OV, son LD O f(h1), ..., f(hk ) también son LD.

3) Sif(h1), ...., f(hk) OV, son LI O h1, .... ,hgd V,, también son LI.

Clasificacién de las aplicaciones lineales

Sea f:V — Vi, es una aplicacion lineal y "A" su matriz asociada a "f" respecto de unas ciertas bases. Se dice que "f" es
monomorfismo si es inyectiva, lo que sucede sélo si ker.f = {5 DVn}; o sea, rg(A) = dimensién del espacio "inicial". Se
dice que "f" es epimorfismo si es sobreyectiva; lo que sucede sélo si Img.f =V,; o lo que es igual: rg(A) =m. Se dice
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que "' es isomorfismo si es inyectiva y sobreyectiva (o sea, es biyectiva), lo que sucede solo si rg(A)=n=m. Si
dim.(Vp) # dim.(Vy,) entonces "f" no puede ser isomorfismo, pues no puede ser rg(A) =n =m. Se llama endomorfismo a
toda aplicacion lineal de un espacio vectorial en si mismo. Si un endomorfismo es biyectivo, se llama automorfismo.

Las aplicaciones lineales y los cambios de base

Sea f:V — Vi, es una aplicacion lineal y "A" su matriz asociada a "f" respecto de unas ciertas bases. Si cambiamos las
bases de referencia en los espacios inicial y final, la matriz asociada a "f" respecto de las nuevas bases es M~1+ A« N,
siendo "N" la matriz asociada al cambio de base realizado en el espacio inicial y "M" la matriz asociada al cambio de base
realizado en el espacio final.

Suma de aplicaciones lineales

Si f1,fp OF= {f:V, >V, /"f" es aplicacion lineal }, se dice que h:Vj, — Vi, es suma de fi_y fr sih(X)=f1(x) +fo(x). La
suma de dos aplicaciones lineales es una aplicacion lineal. Si A4 es la matriz asociada affqy.A», es |a asociada a fy, la
matriz asociadaa h=f1 +fy es A+ Ao.

Producto de una aplicacion lineal por un escalar
SifOF y @0 , se dice que gV, — Vi, es el producto de la aplicacion lineal "f" pof el escalar " 6" (se escribe g=0 ¢ f) si
g(x) = 8« f(x). La aplicacién "g" también es lineal, y si "A" es la matriz asociada a "f", l@matriz asociada a "g" es 6« A.

Composicién de aplicaciones lineales
Si f:Vh, >V ¥ 9V > Vi son aplicaciones lineales, se dice que la aplicacion h: V| Vi es la compuesta de "* y "g"
(se denota h =g« f) si h(x) = g(f(x)); o sea, la imagen de x 0V, segin "h" es |a‘imagén segtn "g" de la imagen de x se-
gun "f". La aplicacién h=g«f también es lineal, y si "A" es la matriz asociada a "" y "C" es la matriz asociada a "g", la
matriz asociadaa h=ge+f es Ce A

Autovalores y autovectoes de un endomorfismo

Si f:Vj, = V,, es un endomorfismo y "A" es su matriz asociada respecto degina base "B" de
V,,, se dice que el nimero A es un autovalor (valor propio o valgr caracteristico) de "f" si en el Vn Dli Vn
espacio inicial hay vectores Ei 0 tales que f(x) =\ _>_< y decimos gque x#0 porque como [ A - e x
es f(0) =0 =A 0, el vector 0 cumple la condicién f(0) = A « @@para todo valor de A. 4

« Siendo "I" la matriz unidad de orden "n", los autovalores,de "f" senilas soluciones de la ecuacion | A - A «1|=0, llamada
ecuacion caracteristica de "f".

« De P(\) =| A =\ «1]| se dice que es el polinomio caraéteristicodeyf".

« Se llama multiplicidad algebraica de un autovalor al nimere de veces que es solucion de |A =\ «1|=0.

 La suma de los autovalores de "A" coincide con la‘traza'de "A", y su producto coincide con el determinante de "A".

« Si A es un autovalor del endomorfismo "f" y x#0es tal que f(x) = A * x (0 sea, (A -\ «l)* x= 0), se dice que x es un
autovector (vector propio o vector caracteristico) del autovalar A . Los autovectores del autovalor A son las soluciones
del sistema lineal homogéneo (A - A « 1)« x= 0,por lo/que forman un subespacio de Vp.

» Se llama multiplicidad geométrica de,un autevalor-ala‘dimension de su subespacio de autovectores.

« Si la multiplicidad algebraica de un autovalor esy'k*;»su multiplicidad geométrica puede tomar los valores 1, 2, ..., k=1 k.

» Si "A" es simétrica, la multiplicidadhalgebraica de cada autovalor siempre coincide con su multiplicidad geométrica.

Diagonalizacién de endomorfismos

Sea f:V,; =V, un endomorfismo y*A’ la matrizasociada a "f" respecto de la base de referencia "B" elegida para identifi-

car a los vectores de V,,. Siendo/Bll otra'base de V,, y "C" la matriz asociada al cambio de base B — BL] sabemos que si

tanto en el espacio inicial como en el final tomamos como base de referencia la Bl en lugar de "B", la matriz asociada a

"f" respecto de la base Bllesg@al « A« '€ ... y el problema de diagonalizar "f" es el problema de encontrar, si existe, una

base BOtal que la matriz CT1+ As @,asociada a "f" respecto de B[Isea diagonal. Si existe (no existe) dicha base B[] se

dice que "f" es (no es) diagonalizable:

* Un endomorfismegfiVate, Vi €s,diagonalizable soélo si la multiplicidad algebraica de cada autovalor de "f* coincide con
su multiplicidad geemétrica:En tal caso, diagonaliza a "f* cualquier base B de V,, formada por autovectores de "f" (pa-
ra "construir" Bll cada autevalor "aporta" una base de su subespacio de autovectores), y la matriz diagonal asociada a
respecto de la base Bies la que tiene en la diagonal principal los autovalores de "f".

* Si "A" es simétricagla multiplicidad algebraica de cada autovalor siempre coincide con su multiplicidad geométrica; por
lo que "f" siempre es diagonalizable.

« Si todos los autovalores de "f" son distintos (o0 sea, todos tienen multiplicidad algebraica igual a 1), entonces "f" es dia-
gonalizable, pues todos los subespacios de autovectores tienen dimension 1.

Potencias de una matriz cuadrada
Si "A" es una matriz cuadrada "A" no diagonalizable y "k" un nimero natural, para calcular la matriz Ak hay que multipli-
car la matriz "A" por si misma "k" veces. Pero si "A" es diagonalizable, sera posible encontrar una matriz cuadrada "C" del
mismo orden que "A"y tal que C~1+ A« C= D, donde "D" es la matriz diagonal que en la diagonal principal tiene los auto-
valores de "A"; asi,es A=C+D+ C~1, por tanto:




A2=A+A=(CeDeC 1 (&G D C'3¥ G D2 C1
A3 =A2-A=(C-D2- C‘1)- (G D C‘1)= G D3 c-1

Ak = Ak-1e A= (Ce Dk-1e C‘1)- (G D C‘1;= G Dk c-1
Como la matriz "D" es diagonal, para calcular DK basta elevar a "k" los elementos de la diagonal principal de "D".

Teoremas diversos
1) El polinomio caracteristico de un endomorfismo f:V, i V, no depende de la base de la base de referencia elegida en
el espacio Vj,; es decir, dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico y los mismos autovalores.

2) Una matriz (cuadrada) y su traspuesta tienen los mismos autovalores.

3) Los autovalores de una matriz simétrica siempre son nimeros reales.

4) Autovectores asociados a autovalores distintos de una matriz simétrica son ortogonales;,
5) Autovectores asociados a autovalores distintos son LI

6) Si A es autovalor de la matriz "A" y k [IIOA .k es autovalor de k+ A

7) Si A es autovalor de lamatriz"A"y kIO + A Kk es autovalorde A+k el
8) Si A es autovalor de la matriz "A" y "k" es un nimero natural O\ K es autovalor de AK
9) Si A es autovalor de la matriz regular "A" O A~ es autovalor de A~1

Forma cuadratica

Si "V" es un espacio vectorial de dimensién "n" y "B" es la base de referencia enél, sellama Vv 08, 0
forma cuadratica a toda aplicacion Q:V — 0O tal que si x OV tiene coordenadas (Xqpst ;Xn )
respecto de "B", el nimero real Q(x) que "Q" asocia a x es: X » Q(x)

— X1
Q(X) = (X1; ... ;Xp) * Ae [ : ] )

Xn
donde "A" es una matriz simétrica de orden "n", y de ella se dice qué€'es,|la matriz asociada a "Q" respecto de la base "B".
De (1) se dice que es la expresion de "Q" respecto de la base "B y sé abfevia (1) escribiendo Q(x) = >_<t ¢ Ao x

Los cambios de base y las formas cuadraticas

Si QV e [0 es una forma cuadratica que respecto de la base “B"itiene asociada la matriz "A" y en "V" tomamos como
nueva base de referencia la B[] si "C" es la matriz asociada al cambig'de base B - B[] la matriz asociada a "Q" respecto

de la base BOes Ct« Ae C; 0 sea, la matriz asociadafa,"Q" respecto de la nueva base es la que teniamos, postmultipli-
cada por la matriz "C" asociada al cambio de base realizade, y premultiplicada por la traspuesta de "C".

Diagonalizacion de una forma cuadratica

Sea Q:V— O una forma cuadratica que respecterde,la base "B" tiene asociada la matriz "A" (jsimétrica!). El problema de
diagonalizar "Q" es el problema de encontrar una base B[ del gspacio vectorial "V" tal que la matriz asociada a "Q" res-
pecto de la base B[lsea diagonal. Planteado en téfminas|puramente matriciales, el problema de diagonalizar una forma

cuadratica (cuya matriz asociada es "A") esfel problema de encontrar una matriz "C" tal que la matriz Ct « A+ C sea dia-
gonal. Naturalmente, "C" es la matrizhasociada al cambio de base B - B[l Al contrario que los endomorfismos, las
formas cuadraticas siempre pueden diagonalizarse.

Diagonalizaciéon por cambio de base.ortonormal

Si BOes una base ortonormal de V,, formada per autovectores de la matriz "A", la matriz asociada a la forma cuadratica
Q:V > O respecto de la base Bid'es laymatriz'diagonal que en la diagonal principal tiene los autovalores de "A". Para
"construir" B[Dcada autovalor de A" aportafuna base ortonormal de su correspondiente subespacio de autovectores.
Clasificacién de las formas cuadraticas

Si Q:V+— O es una forma cuadratica, el vector cero de "V" siempre tiene por imagen segun "Q" al niumero cero, pues si

"A" es la matriz asociada @ Q" respecto de cierta base de "V", es Q(0) = Gt « A+ 0= 0. La clasificacién "Q" se establece
en funcién del signefquetienenlas,imagenes segun "Q" de los vectores de "V"; asi, se dice que:

* "Q" es definida positiva si'tedosos vectores, salvo el vector cero, tienen imagen positiva.

* "Q" es definida negativafsi todos los vectores, salvo el vector cero, tienen imagen negativa.

* "Q" es semidefinidaypositiva si todos los vectores tienen imagen no negativa (= 0).

* "Q" es semidefinida negativa si todos los vectores tienen imagen no positiva (< 0).

« "Q" es indefinida si hay vectores que tienen imagen positiva y también hay vectores que tienen imagen negativa.
Puedes clasificar una forma cuadratica "Q" mediante los autovalores de su matriz asociada "A", o mediante la sucesién
de menores principales de "A".

| CLASIFICACION MEDIANTE LOS AUTOVALORES |

* silos autovalores de "A" son >0 = "Q" es definida positiva

si los autovalores de "A" son <0 = "Q" es definida negativa

si los autovalores de "A" son 20 = "Q" es semidefinida positiva
si los autovalores de "A" son < 0 = "Q" es semidefinida negativa
si los autovalores de " A" son de distinto signo = "Q" es indefinida
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\ CLASIFICACION MEDIANTE MENORES PRINCIPALES\
Sea A= {aij} la matriz (simétrica) asociada a "Q" respecto de una base, siendo:

a1 a2 a13
aqq a
Hy=aqq ; Ho = 11 912 ; Hz =|aoq agy as3|; ....; Hp :‘A‘
921 A22 az| azy ass

1) "Q" es definida positiva siy s6losiH{ >0 ; Ho >0 ; H3 >0 ; Hq4 >0 ....

2) "Q" es definida negativa siy s6losiH{ <0 ; Hyp >0 ; H3 <0 ; Hg >0; ....

3) Si sucede como en 1) pero el tltimo menor (H, =| A|) es cero, entonces "Q" es semidefinida positiva.
4) Si sucede como en 2) pero el Ultimo menor (H, =|A|) es cero, entonces "Q" es semidefinidainegativa.
5) Si Hy # 0 y no se cumple ni 1) ni 2), entonces "Q" es indefinida.

6) SiH, =0 y Hy—1 #0 y no se cumple ni 3) ni 4), entonces "Q" es indefinida.

Hay formas cuadréticas que no se pueden clasificar mediante la sucesion de menores principales:
Si en la diagonal principal de "A" hay elementos de distinto signo, "Q" es indefinida.

Forma cuadratica restringida a un subespacio
Si Q:V i O es una forma cuadratica definida sobre el espacio vectorial "V" y "S" es un subespacio de "V", al plantearnos
el estudio del signo de "Q" restringida al subespacio "S", nos planteamos el estudio.delysigno que tienen las imagenes
segun "Q" de los vectores de "S". Asi, se dice que:

* "Q" es definida positiva (negativa) en "S" si todo vector de "S", salvo el vector cero, tiehe imagen positiva (negativa).

* "Q" es semidefinida positiva (negativa) en "S" si todo vector de "S" tiene imagemnoedegativa (no positiva)

* "Q" es "indefinida" en "S" si en "S" hay vectores con imagen positiva y también hayvectores con imagen negativa.

v' Si"Q" es definida positiva en "V", es definida positiva en "S".

v' Si"Q" es definida negativa en "V", es definida negativa en "S".

v Si"Q" es semidefinida positiva en "V", es semidefinida positiva_o,definidagpositiva en "S".

v Si"Q" es semidefinida negativa en "V", es semidefinida negativa o'definida negativa en "S".

v Si "Q" es indefinida en "V", al restringirla al subespacio "S" puede pasar cualquier cosa: puede ser definida positiva,
semidefinida positiva, definida negativa, semidefinida negativa“q indefinida.
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