Algebra de lo Lineal
Introduccion

o Elarticulo neutro 10 ..o 2
e Ojo con la palabra lineal ..., 2
o Las cajas llenas de NUMELOS ...cvoveeieeveveveverevereeeeeeeeeeeee e, 3
e (Por qué estudiamos Algebra de lo Lineal? ......coo.cooervveeerrrveerrrnens 0
* Ordenacion de 1os TemMaS ...ccvevveiverieieerieceeeseeeeseeeeeee e 9
Le ha dado un pasmo
LdQUé pasa?j al preguntarle por un

\ sinénimo de lineal

0 o

No esta permitida la reproduccion total o parcial de esta
informacion, ni su tratamiento informatico, ni la transmi-
sion de ninguna forma o por cualquier medio, sin permi-
S0 previo y por escrito de los titulares del Copyright

DERECHOS RESERVADOS [0 2005 RCH




El articulo neutro lo

El articulo neutro 1o se ha inventado porque es necesatio segin qué cosa
queramos decir. Por ejemplo, no es lo mismo decir cadtico que lo cadtico ...
y es claro que la supresion inadecuada del neuro lo puede generar notable confu-
sién, porque, por ejemplo, no es lo mismo decir estudio cadtico que decir
estudio de lo caético.

Asi las cosas, para que lo sustancial se asimile adecuadamente desde el principio,
setfa bueno que los profesores de Matematicas dejairamos de hablar de Algebra
Lineal y habliramos de Algebra de lo Lineal, pues de inmediato los

alumnos nos preguntarfan por 1o linealy se sorprenderian de que lo lineal sea
tan importante como para dedicarle decenas de horas de estudio.

mo sinénimo de cons uando se dice que los salatios de una em-
presa han sufrido una subi e "k" euros, quiere decirse que todos aumen-
tan su salario la misma ¢ "k"; o sea, para todos sucede que:

o Nuevo = k + (Salario Viejo)

No obstante, si@;la palabra lineal en el diccionario de la Real Academia,

veras que dice:

En el lenguaje coloquiz@)t abra lineal se usa a veces co-

Lineal: (adjetivo) perteneciente a la linea

El diccionario dedica a la palabra linea casi una pagina, pero
entre el monton de cosas que se dicen sobre linea no hay
nada que permita usar la palabra lineal como sinénimo de
constante.

En Matematicas, lineal es
sinonimo de proporcional



Por ejemplo, una subida lineal del 25 % en el salario significa que si ganas
120, te suben 30 (pues el 25 % de 120 es 30) y pasas a ganar 150; y si ganas 300,
te suben 75 (pues el 25 % de 300 es 75) y pasas a ganar 375; es decir, para todos
sucede que:

Salario Nuevo =1'25 X (Salario Viejo)
O sea, la proporcion entre el Salario Viejo de cada trabajador y su Salatio
Nuevo es 1'25:

lario Vie
Salario Viejo 195

Salario Nuevo

O al revés: la proporcion entre el Salatio Nuevo de cada trabajador y su Sa-
lario Viejo es 0'8:

Salario Nuevo _— 1 _ g
Salario Viejo 125

Aunque sea increible, entre las cosas que dice el diccionatiosobre linea, tampo-
co hay nada que permita usar lineal como sinénimo'de/proporcional. Sin
duda eso se debe a que la aportacion del castellan® a la construccion del
"edificio" de las Matematicas ha sido practicanicnte,nula a los largo de los ultimos
diez siglos ......... y para que tan penosa sitdaciongo dure otros diez siglos, seria
bueno que la préoxima edicion del dicciofiario, pésiera su granito de arena, dicien-
do que, en Matematicas, las palabrag liféalyy proporcional son sindénimas; por
tanto, hablar de 1o lineal es igual*que hablar de lo proporcional.

O sea, esta-
mos subidos
en el mismo
libro




Las cajas llenas de numeros
o

iSuenen clarines y tambo-
res en honor a las CAJAS
llenas de numeros ordena

os en filas y columnas!
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Atent@S: imagina que eres tu quien a final de mes sé encarga de pagar a la

gente de una empresa que tiene "n" trabajadores cuyesfsalarios base respec-
tivos son X1y, X9, ... , Xp, siendo vy, yo, ..., ggMlos respectivos complemen-
tos salariales.

n._n

Para gestionar la informacion qug €@ntienen los "n" nimeros xq, X, ..., Xg

n_n

y los "n" nimeros yq,ys,...., Yo m@gUr0 que se te ocurriria ponerlos
ordenadamente cn sendas‘€ajas "A" y "B":

A= [Xl X . Xn] = caja de salarios base

B= [y1 Vo g yn] = caja de complementos salariales

Aunque no tuvietas i idea de Algebra de lo Lineal, seguro que te inven-
tarias la operacién consistente en sumar cajas, pues eso te permitiria
obtener una tercéra=Caja "P" que te dirfa lo que debes pagar a cada trabajador a
tinal de mes:

P=A+B =[x1 X9 e Xn] +[y1 Vo o e yn] =
A B
= [X1 ty1 Xotyo, .l X +yn] =caja de salarios totales

En este contexto, si en la negociacién del convenio colectivo se pactan respecti-
vas subidas lineales del 25 % y el 50 % en los salarios base y en los
complementos salariales, deberis cambiar las cajas que almacenan la
informacion relativa a esos asuntos: la nueva caja de salarios base sera

Aq=[125.x; 125x) ... 125.x, ]
y la nueva caja de complementos salariales sera
By =[1'5.y; 15y, ... 15.y,]



Ademas, incluso sin saber nada de Algebra de lo Lineal, seguro que te
inventarias la operacion consistente en multiplicar una caja por
un namero, pues dirfas que la caja A se obtiene multiplicando la caja "A"

por el nimero 1'25, y la caja B, se obtiene multiplicando la caja "B" por el
numero 1'5 ..... y sin ningan pudor escribirias:

A{=125A ; B =15 B
Incluso ditfas que la caja A es proporcional a la caja "A", pues cada ele-
mento de Ay se obtiene multiplicando por 1'25 su correspondiente elemento de
"A"; también ditias que "A" es proporcional ala Aq, pues cada elemento de
"A" se obtiene multiplicando por 0'8 su correspondiente elemento de Aq ...y lo

mismo para las cajas "B" y By, pero con los nimeros 1'5y 1/1'5.

Asi, llegado fin de mes, podtias obtener la nueva caja P; de salarios totales

P1 =A1 +B1 =
= [1'25.X1 125.x5 ... 1'25.Xn] +[l'5.y1 15y of 0 1'5.yn] =
Aq j B,
=[125.x1 +1'5.yy 125.x, H'5.y, ... 5%, H'5.y,] =

=125+ A+ 158
El Algebra, para expresar de modo rapide Weficiente que la informacién con-
tenida en la caja P; es suma de las régpeciivas informaciones obtenidas al

multiplicar la caja "A" por un numeg0\ (el '25) y la caja "B" por otro numero (el
1'5), dird que la caja P; es combinacion lineal de las cajas "A" y "B".

Como escribir P} = Ay + B, €splo ‘mismo que escribir Py =1¢ Aj+1¢ By, tam-
bién diremos que la caja_Pjeshecombinacion lineal de las cajas Aqy Ay, pues la
informacion contenidd #n P; es suma de las respectivas informaciones
obtenidas al muylfiphicac 1a caja Ay por un numero (el 1) y la caja By por otro
namero (el 1). Re¥mismo modo, para expresar que P=A +B=1¢A +1¢B,
diremos que la caja "P" es combinacion lineal de las cajas "A" y "B".

Te malicias perfectax
mente ... y tranqui,
ue es muy facil: no te
dolera nada si sabes
sumar, restar, multipli-
car y dividir, con el
Algebra no hace falta

Qés base matemétiy

A/Ie malicio que
nos vamos a

hinchar a traba-
jar con cajas

llenas de nume-
ros ordenados

en filas y colum-
nas, y que €so
va a dolerme

\ miicho /




JPor qué estudiamos
Algebra de lo Lineal?

Estudiamos Algebra de lo Lineal porque la vida esti llena de fenome-
nos lineales que tienen que ver con todas las ramas de la Ciencia y del queha-
cet humano ..... nadie puede sustraerse de 1o lineal o propotcional.

Por ejemp lo: si vas de compras a un hiper eres protagonista de un fe-
nomeno lineal, pues siendo Y1,Y2,...,Yn los precios unitarios (sin impues-
tos) de los "n" bienes (tomates, pan, etc.) que compras, y Kq,Ko,... K, las co-

rrespondientes cantidades compradas de cada uno de ellos, el valor "V" de tu
compra es
Vz=y.K1 +yy Ky +... vy, . K,

proporcional a Ky ... y de un numero Y, .K, proporcio -

que es suma de un nimero Y1.Kq proporcional a K,y rée&mﬁmem Y2 .Ko

Del mismo modo, si 01,02, ...,0, son los respecdggaeﬁcios unitarios que
obtiene el hiper por cada unidad que comprﬁi ficio total "B" obtenido
\ 2

gracias a tu compra es

B=0;.K; +0,. Ky

que es suma de un numero 01.K4 a nal 2 Ky, y de un nimero 0,.K»

proporcional a Kj.... y de un ni Ky proporcional a K.
La cantidad "C" que al hiper ] Qﬂu compra es:
C=(y1 —51)-& 2 =02).Ka +... H(Yn —0,) Ky =

% 1+8,. Ko +... +£, K,

por comodidad, osY1 =0 =&,V -"®=8,..., h~“ Q= §
\,

que es suma de ufiiumero €1.Ky proporcional a Ky, y de un numero €5 .K»

proporcional a Ky .... y de un numero €,.K,, proporcional a K.

La Hacienda Publica no se queda atris, pues si 81,05, ...,0, son los respectivos

tipos de IVA (expresados en "tanto por uno") que soportan los productos que

compras, la cantidad "H" que ingresa Hacienda gracias a tu compra:
H=0,.y;.Ky +05.y, K, +... +0,.y, . K, =

=AN.K{ +A Ko +.. +A [ K,

*

por comodidad, hacemos 81.Y1 =AM, 0,. Y2 = X, .ce., 6. Vo = Ny

que es suma de un numero Aq.Kq proporcional a Ky, y de un nimero Ay .K»p

proporcional a Ky .... yde un numero A, . K, proporcional a K.



ESQUEMA DE UN "FENOMENO LINEAL"

UN "ENTE"; BB iE S RarRare
POR —» B=01.K; +..+0,.K,
R EJEMPLO, L | C=g Ky +.. +E, K
UN HIPER I

L H=A|.K;+... +A . K,

A una entrada (K, ... ,K_), el ente responde
con una salida (V;B;C; H) lineal

Como en el hiper no se chupan el dedo, meten en una caja con diversas

filas toda la informacion relativa a cantidades compradas ios unitarios, be-
neficios unitarios y tipos de IVA, y ello con el fin d johar mas eficiente-
mente el negocio. 66
Articulo | Cantidad Pr.ecif) 51;910 ........ Tipo de
comprada | unit tario IVA

1 |Malocotones Kq T — 9

2 Servesita K> O | 0;

N Perejil Y A 0,
Asi, las cosas, aunque tenga ni idea de Algebra de lo Lineal, todo
el mundo alcan&tender que:

* El valor "V"@ mpra se obtiene multiplicando cada elemento de la pri-

mera columna su correspondiente de la segunda, y sumando después los
productos realizados:

V=y.K1+...+y,.K,

* El beneficio "B" que obtiene el hiper se obtiene multiplicando cada elemento
de la primera columna por su correspondiente de la tercera, y sumando des-
pués los productos realizados:

B=90;.Ky +..+0,.K,

* Elingreso "H" de Hacienda se obtiene multiplicando cada elemento de la pri-
mera columna por sus correspondientes de las columnas segunda y dltima, y
sumando después los productos realizados:

H=0;.y{. Ky +...+0,.y, K,



* Multiplicando cada elemento de la 1* columna por su correspondiente de la
columna obtenida al restar la 3* columna de la 2% y después sumamos los pro-
ductos realizados, obtenemos la cantidad "C" que al hiper le cuesta tu compra:

C=(y1 =01).Ky +... +(Yn —04).Ky

Como vemos, a partir de una tabla con numeros ordenados en filas y columnas
puede obtenerse informacion muy interesante para segiin qué cosas:

I<1 Y1 61 ......... 91
K, Y2 & | 0,
Kn Vo O | e 0,

Ademas, la realidad es tan compleja que hay en ella cadenas o redes de fe-
nomenos lineales relacionados unos con otros.

(Y1> :Ym> (X1> ;Xr)
Guaaaaaaau ...
todo lineal

¢

Al-jabr w'al-mugqabalah es el nombre del es-
crito arabe que dio origen a la palabra algebra

El Algebra Lineal posibilita la creacion de modelos matematicos que
ayudan a comprender y gestionar los fenémenos lineales ..... y el
asunto es tan importante que en tu primer afio de Carrera debes lidiar
un curso de Algebra Lineal, para ampliar los conocimientos adquiridos
en el Bachiller. Naturalmente, cuanto mas sepas de estas cosas al llegar
a la Universidad, mas comodo y seguro sera tu aterrizaje en ella.



Ordenacion de los temas

El orden elegido por casi todos los libros de Algebra Lineal
es el siguiente:

Tema 1: Espacios Vectoriales

Tema 2: Subespacios Vectoriales

Tema 3: Calculo Matricial

Tema 4: Sistemas de Ecuaciones Lineales
Tema 5: Aplicaciones Lineales

Tema 6: Diagonalizaciéon de endomorfismos

Tema 7: Formas bilineales y cuadraticas

Al seguir este orden el Algebra Lineal se cimenta en el concepto
de espacio vectorial, concepto al que se llega tras una singladura en que
intervienen un conjunto "Pepe" donde se han definido doséyes de composicion
interna y un conjunto "Juan" en el que ha definido unayldy de composicion
interna y una ley de composicion externa, y eso de mod@, que ‘esas leyes satisfagan
una bateria de 17 propiedades ..... y presentado ‘asi, todo resulta muy
espeso y abstracto para muchos frncipiantes, que acaban
viendo montainas donde s6lo hay gram®s de arena.

Para explicarme qué es el mar me hablan de los

electrones y los neutrones de los atomos del hi-

drogeno y el oxigeno, y también del principio de

indeterminacion de un tal Heissennosequé ......
todo parece chino, nunca seré capaz de entender

\ qué es el mar ... debo ser tont@ /

Estudiaremos Algebra Lineal en el siguiente orden:

2\

%
7 N

Tema 1: Calculo Matricial

Tema 2: Sistemas de Ecuaciones Lineales
Tema 3: Espacios Vectoriales

Tema 4: Subespacios Vectoriales

Tema 5: Aplicaciones Lineales

Tema 6: Diagonalizaciéon de endomorfismos
Tema 7: Formas bilineales y cuadraticas

Asi cimentaremos el Algebra de lo Lineal en los conceptos
de fila y de columna que todos asimilamos en la infancia temprana. Apo-
yandonos en estos conceptos elementales es muy facil entender el concepto de
matriz (caqja llena de numeros ordenados en filas y columnas), y

9



también es muy ficl APRENDER A TRABAJAR CON MATRICES
(suma de matrices, multiplicacion de una matriz por un numero,
multiplicacion de matrices, cdlculo del determinante de una ma-
triz cuadrada, cdlculo del rango de una matriz).

Cuando sepas trabajar con matrices s6lo necesitaras una
tarde para aprender a resolver sistemas de ecuaciones line-
ales, asunto que se reduce a poco mas que calcular rangos de matrices  ....... y el
que es artista con los sistemas de ecuaciones lineales se parte de risa cuando
ha de lidiar con los espacios vectoriales y cl resto del Algebra Lineal, pues
la lidia se reduce a poco mas que resolver sistemas ecuaciones lineales.

el Algebra de lo Lin disima glmnasia
mental para dotarte de u:a:cerebro razonablemente
analltlco riguroso y
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