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3.1 CONSIDERACIONES GENERALES

Si de una poblacién o muestra de tamafio "N" nos interesa observar a la vez dos
caracteres, a cada elemento de la poblacién le corresponde un par de valores o
modalidades, segiin que los caracteres observados sean variables o atributos.

Sélo estudiaremos el caso en que los dos caracteres son cuantitativos, llamando
variable bidimensional a la correspondiente variable estadistica.

Del nimero de veces que observemos el par (xj;y;) diremos que es la frecuen-

cia absoluta bidimensional de dicho par, y se denota nj;.

La frecuencia relativa bidimensional de (x;;y;) se denota fj;, y es el cociente

entre su frecuencia absoluta bidimensional nj y la suma "n" de las frecuencias

absolutas bidimensionales: &
n .o n .o
1 1
f.. = ] —

1]

2.2
9
Llamaremos distribucion bidimensional al conjunto de los pares (x i3Yj> con sus

njun &
respectivas frecuencias absolutas o relativas.

~—

Z

&
&>
Nj
&
®
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3.2 TABLA DE CORRELACION

Es un cuadro de doble entrada mediante el que representaremos las distribucio-

nes bidimensionales.

Nje = z ny = trecuencia absoluta de x;

=1
]k

— — . L 4
Nej = Z nj = frecuencia absoluta de%

siendo
m O

m m 1
22572 N N2

= = )=
f.: < f - < ﬂ:i < _]
*) = j Zl N N n
k n 11<_ m

MB

fij
1

I
1M

1=1

&

M

X/Y | yp || yy || Yy | Suma
X1 ngp | =+ nij B N Nie
X ny SN nij R S S Nie
X | Dfp | 53] O || gy .

Suma | neq | Nej || Dy

1=1
R, T4
: =—. Z n; = frecuencia relativa de x;

=frecuencia relativa de y;

=1
Exactamente lo mismo si_* se expresan mediante intervalos de clase.
Por ejemplo: considera anzar dos dados 24 veces se obtienen los siguien-

tes resultados:

X1 2 3341254344531654°6
Y|2 3 6416651251 126062125
Asi, la correspondichite tabla de correlacion es la siguiente:
X/Y|[1]2[3[4]5]6]| nj
1 0]1{0]0]0]3 4
2 110]1]0]1]0 3
3 110/0]2]0]0 3
4 [2]3]0]0]1]1 7
5 |2]1]1]0]0]1 5
6 |0]1]0]0|1]0 2
nej |6[6]12]2]3|5 N=24
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3.3 DISTRIBUCIONES MARGINALES

En una distribuciéon bidimensional (X;Y), la distribucion marginal de la varia-
ble "X" es la distribucion unidimensional de frecuencias definida por los valores
que toma "X" y las frecuencias de los mismos .... y la distribucién marginal de la
variable "Y" es la distribucién unidimensional de frecuencias definida por los
valores que toma "Y" y las frecuencias de los mismos.

X | xq | xp |un| x Y | 'y1 | y2 [ Ve

Nie | Nge | Ny | i1 | N Dej | Deq | Top | 25| By

Para las distribuciones de frecuen-
cias marginales pueden pedirte
cualquier asunto relacionado con
el Tema 2

=5

DISTRIBUCIONES
UNIDINENSIONALES %?

jCazado al
vuelo!

Por ejemplo, la distribuciénide freeuencias marginales de "X" en el caso de los
dos dados, es:

X/Y[1]2]3 @956 n.
1 _Jof1[ofelo[3] 4
1/o/@Mel1]0o] 3

3 [1lofe2T0l0] 3 X [112]/3/4/5/6

4 (3001 1] 7 ne |4]3]3]7]5]2
5 |21 myolof[1] 5
6 |ONITO[o[1[0] 2
N =24

* T.a media de "X" es:

__14+23+3.3+4.7 455462 g4 _ ..
a 24 T4

* El momento de segundo orden de "X" respecto al origen es:
12.4+223+32 34427 +525+62.2 359
24 T 24

* La varianza de "X" es 14'66 — 3'52 =2'41,

=14'66
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Por ejemplo, la distribucién de frecuencias marginales de "Y" en el caso de los
g
dos dados, es:

Y |[1]2]3]4
n.j6622

6
5

W |

* [.a media de "Y" es:

- _1.6+2.6+3.2+4.2+53+65_77 __,
y = 54 =—=321

* El momento de segundo orden de "Y" respecto al origen es:

12.6+22.6+32.2+422+523 +62.5 335 _
o =3 =13'95

e T.a varianza de "Y" es 13'95 — 3'212 =3'64.
2

©Q

[N
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3.4 DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS

* La frecuencia de y; condicionada a que X =x; se denota f(y; / x;), v es la fre-

cuencia relativa con que se observa y; en el conjunto de observaciones en que

n.. ..
i i L ., )

L =3 La distribucién de frecuencias de "Y"

i® i®

condicionada a que X =x; es la distribuciéon unidimensional que forman los

X =x;; o sea: f(yj/xi)=

valores yq, ...,V que toma "Y" con sus correspondientes frecuencias condi-
cionadas f(yq / X;), oo, £y / X1)-
* La frecuencia de x; condicionada a que Y = yj se denota f(x; / yi), v es la fre-
cuencia relativa con que se observa x; en el conjunto delobservaciones en que
_ _ny fy o . .
Y =y; osea: f(x;/y;)=—=—. La distribuciéon dc*fgecuencias de la varia-
] C g &
ble "X" condicionada a que Y =yj es la distribuciSiyuaidimensional que for-
man los valores x1, ....,x}. que toma "X" con sug,coffespondientes frecuencias
condicionadas f(x1 /yj), ..., f(xi / yj)-

* Se verifica que

Obviamente, para las distribucio-
nes de frecuencias condicionadas

pueden pedirme cualquier asunto
relacionado con el Tema 2

jCazada al
vuelo!
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Por ejemplo, en el caso de los dos dados, determinemos la distribucion de fre-
cuencias de la variable "Y" condicionada a que X =5:

X/Y[ 1 1213 4]5]6] nm
T 1o 11000 3] 4
> 11010110 3
3 |1 ]0l0] 21010 3
4 | 21301011 7 |V
5 (2T Tl TollTollTt 5
G Tol1lololt1]ol 2
ng | 6] 62|25 |5 |N=24
Sl Y/X=5 T1 1215 [4]5
fy;/x;1=5) | 2/5[1/5|1/5| 0
e Jamediade Y/ X =5 es:
6
- 21 D 113 _,
= . /x.=5y=1%2 +2 1 431 +6 + =12 =
Vs =5 j;y].f(y]/xl 512 +2.1 3.50 0 +6.1 = =26

* El momento de segundo orden de Y / X =5_tespegto al origen es:

12240214321 442 045 2,

1
5 5 5 5 5
e Lavarianzade Y/ X =5 es 10 — 2'62 2@

Por ejemplo, en el caso de los dos dades, erminemos la distribucion de fre-
cuencias de la variable "X" condicionada a'que Y =2:

X/Y 1 516 n.
1 0 0|3 4
2 170110 3
3 012010 3
4 001111 7 :
1 110101 5
[1]ofof1]0] 2
. 6|]6||2|2|3|5|N=24
0 /Y =2 1 [2|13] 4 5 6
f(xi /v;=2) | 1/6 |0 0] 3/6 [ 1/6]1/6
e Lamediade X/Y =2 es:
6
= 1 3 1 1 _24
—c = f(x: /v =2)=1.% +2.0 +3.0 4.2 +5.~ +6.4~ =27 =
Xyi=5 izlxl.f(xl/y] 2) 1.6 2.0 +3.0 4.6 5.8 6.6 3 =

* El momento de segundo orden de X /Y =2 respecto al origen es:

Zl+2 +132 +2§+21+21:@:'
1.62.03.04.65.86.6 61816

e Lavarianzade X /Y =2 es 1816 —42 =216
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3.5 MOMENTOS BIDIMENSIONALES
Momentos respecto al origen

El momento de orden (r;s) respecto al origen se denota a., siendo:
k m
—_ r
dyg = Z iy f1]
1=1 =1
Casos famosos:
k Lo k m k m k .
a0= 2 2 Ny 2 oxif = oxif 3 6|= > xifie =x
=1 = 3 = = 3
k m 01 k m m k m
a1 =) > xpyif =) 3 vif = i DER[TD vife =y
1=1 =1 1=1 j=1 1=l 1=k 7=
k m
De igual modo, apy = Z Z X2 y fjj es el momento@e orden 2 que respecto
1=1 4=

al origen tiene la distribucién marginal de "X y 4, = Z Z x¥. y2 fij es el
1=1 =
momento de orden 2 que respecto al origefl tiehe la distribucion rnargmal de "Y".

Momentos respecto a las medias

El momento de orden (r's) respecto alastmedias se denota m., siendo:

s>

Z Z (xi 7 x)".(y; ~y)-f

1 —
Casos famosos:

1
'MW

k m m 3
mpp =Y » (x;- Z (xj = [Z (x; =x).fje =0
i=1 j=1 =1 1=1
k m k m _
mor = ) (e O\ Z (v y)(zfl, => (5=y£;=0
=15 = =

(Xi _§>2'fi’ =S%<

MB
1
M~

k m _ .
my =) Y (xi ~x)%fy =Z (xj =%)%.
i=

=1 =
k m _ m B

mp =Y > =A== (5 —n*
== =i

Del momento my se dice que es la covarianza, y se denota Sy
k m

SXY =mqq = Z Z (Xj _§><Y} _5_7>f1]

=1 j=1

0
i

—y)2.f =5%

I\’_:]W‘
I
M

I
T
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El signo de la covarianza Sy indica el sentido de variaciéon conjunta de las
variables. Si Sxy >0, las dos variables varfan en el mismo sentido (en prome-
dio) .... y si Sxy <0, las dos variables varfan en sentido contrario(en promedio)

Es:

=aj] TXy ian Ta1p-a01

X =29, 5. — 201

Por ejemplo, en el caso de los dogydades, sabiendo ya que x =325 ¢ y =3'21, es:

Sxy Zaj; — X,y =ay{=8'5.3"21 =10'33 —3'5.3"21 = 4'905

+

X/Y|[1]2|3[4]5]|6

1 011/]0]0]0]3

2 1/0]1]0]1]0

3 1{0]0[2]0]0|0O

4 2131010111

5 21111100711

6 0[1]0]0]1T]O

1 6 6
] aﬁ HZ leyjnﬁ
=1 §=

_1.21+1.6.3+2.1.1+2.3.1+2.5.1 +3.1.1 +3.4.2 +4.1.2 +4.2.3 +4 5.1 +

24
+4.6.1 +5.1.2+5.2.1+5.3.1 +5.6.1 +6.2.1 +6.5.1 _

24

_ 248 _ o
=2, =103
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La covarianza ante los cambios de origen y escala

]:

__Xi—A1 Xi:Bl-ui+A1
Hi Bl U {E:Bla +A1
V'=Yj_A2 0 Y_j:BZ’Xj-i-AZ

B y=Bav+Ay

k m
Sxy =Emyp =) 3 (xp =x).(y) ~y)fy =
==

M

=2

(B1.ui +A1 —B1.E _Al)'(BZ'Vj +A2 - _Az)f =
1=1 =1

Mz

(Bl.ui _Bl.a1).(B2.V' g =

=1

k
= Z
1=1
m J— —
:Bl'BZ' Z (ui —u : "/‘)fll =
i 1

1=1

—_—

B,.B,

Por tanto, eligiendo adecuadamente el origen (Aq;A») v los factores de
escala By y By, podemos aligerar not nte el calculo de la covarianza.

El coeficiente de correlaci

on
1 Sy
SiU=X_—A1yV=%es:
By
QSXY
BBy _|By|[By| Sxy :|B1|-|Bz|r

WV RDSTR Sx Sy T BB, Sxsy By Y
[By]| By
Sxy Sx Sy
S ; S;r = —= ; Sy =
i ienen i ~ [Bil-Bof _ _
Si By y By tienen igual signo, es B.B. 1, por lo que ryy =txy-
1-22
B¢|.|B
Si By y By no tienen igual signo, es % = -1, por lo que iy = —ryy-
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3.6 INDEPENDENCIA ESTADISTICA

Se dice que la variable "Y" se distribuye independientemente de la variable "X" si
sea cual sea el valor elegido para "i", la frecuencia de yj condicionada a que

X =x; es la misma para todo valor de "i"; o sea:

f(yj/xl) =£(y; /Xo)=.... =£(y; /x1), UF 1,2,....,m

Propiedades que se derivan de la independencia

1) Si todas las frecuencias condicionadas de y; son iguales, coinciden con la fre-

cuencia marginal de y;. En efecto:

si f(yj / x) es constante

v
Z £ ? Z f(y] / xq)-fie f(y] / x})- Zfr $ f(y] /%)

f
f(y] /x;)= D f_ f(y] / x;). 1 z fi=

Obvio: siendo siempre fj; = f(y; / x;).f;e, sifcuardo las frecuencias condicio-
nadas de y; son iguales sucede que fo =ty / X;), también sucede que
fjj = fo;.f3 5 0 sea, la frecuencia b1d1men51onal relativa es el producto de las co-

rrespondlentes frecuencias marginale§ relativas.

Obyvio: si cuando "Y" es independiéntc'de "X" sucede que fj; = fj, . £ ;; se tiene

— 04 ({8 Dje -1 |
f =f. f. O N?( )( ]l:l nF N

ﬂ.j

que

ﬁi.

S S f.. =

N "7 N

2) Si la variable "Y" s¢ distsibuye independientemente de la variable "X") la va-
riable "X" se distmbuyetindependientemente de "Y", pues por ser "Y" inde-

pendiente de #X\%es ¥p= fi, .fu ;, y como siempre es fj; = f(x; / y;).foj, resulta

fi‘ =

que f(x;/ ViR jes G5 dec1r sea cual sea el valor elegido para "i", la frecuencia

de x; cond1c10nada aque Y =yj es la misma para todo valor de "j".

3) Si"Y" ("X") es independiente de "X" ("Y"), las medias de "Y" (de "X") condi-
cionadas a los diversos valores de "X" (de "Y") coinciden entre s .... y también

coinciden con la media marginal de "Y" (de "X").

4) Todos los momentos respecto al origen o a la media de "Y" ("X") condiciona-

das a los diversos valores de "X" (de "Y'") coinciden entre si .... v también
y
coinciden con los momentos marginales de "Y" (de "X").
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5) La covarianza es 0:

k m
Sxy =) > (i 70y ~y)fy =

1=1 j=1
=% > (xi x5 ~y)fief =
==
k _ m _
=(Z (Xi_x)-in)-[z (Yj_Y)-f-j}:O
= =
- \ . )

Naturalmente, si la covarianza es 0, el coeficiente de lacion también.
Ojo!: la covarianza puede ser 0 sin que "X" e "Y" se ependientes.

El que "X" e "Y" sean independientes significa que cada una va a su bola; es
decir, los valores de una no condicionan en modo alguno los valores de la otra.
Por ejemplo, "X" expresa el peso de los estudiantes e "Y" la nota que obtienen

en el examen de Matematicas.

D 4

%
&
&)
N
&
©
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